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ABSTRACT.

The th em e  o f  t h i s  r e s e a r c h  h a s  b e e n  t o  i n v e s t i g a t e  t h e  s t r u c t u r a l  

a n d  some o f  t h e  e l e c t r o n i c  p r o p e r t i e s  o f  v a r i o u s  i s o m e r s  f o r  a g g r e 

g a t e s  c o n s i s t i n g  o f  u p  t o  n i n e  u n i v a l e n t  a t o m s .  The s t u d y  p r e s e n t s  

a  c l a s s i f i c a t i o n ,  b y  g r o u p - t h e o r e t i c a l  m e t h o d s ,  o f  some o f  t h e  e n e r 

g y  l e v e l s  f o r  t h e s e  s y s t e m s  a n d  h i g h l i g h t s  t h e  s t a b i l i t y  o f  t h e  l i n 

e a r  c o n f i g u r a t i o n .  T he l a t t e r  r e s u l t  e m p h a s i z e s  a n  i m p o r t a n t  d i f f e r 

e n c e  b e t w e e n  c l a s s i c a l  a n d  q u a n tu m  b o n d i n g  t h e o r i e s ;  i n  t h e  f o r m e r ,  

m a x i m i z a t i o n  o f  t h e  n u m b e r  o f  b o n d s  e n t a i l s  g r e a t e s t  s t a b i l i t y .

The c a u s e  o f  t h e  g r a d u a l  c h a n g e  f r o m  t h e  l i n e a r  t o  t h e  t h r e e - d i m e n 

s i o n a l  s t r u c t u r e s ,  a s  t h e  m o s t  s t a b l e  c o n f i g u r a t i o n  f o r  l a r g e r  c l u s 

t e r s ,  w as  a l s o  i n v e s t i g a t e d  a n d  a p p e a r s  t o  b e  a  c o n s e q u e n c e  o f  t h e  

i n c r e a s i n g  r a t i o  o f  v o lu m e  t o  s u r f a c e  a to m s  f o r  t h e  l a t t e r  i s o m e r s .

The v a r i a t i o n  o f  i o n i z a t i o n  p o t e n t i a l  w i t h  c l u s t e r  s i z e  a n d  s h a p e  

w as  s t u d i e d  t h r o u g h  q u a l i t a t i v e  a n a l y s i s  o f  t h e  c h a r g e  d i s t r i b u t i o n  

i n  t h e  h i g h e s t  o c c u p i e d  o r b i t a l  o f  e a c h  s y s t e m .  The p r e d i c t e d  t r e n d  

f o r  s m a l l  l i n e a r  c o m p le x e s  w as  f o u n d  t o  f i t  i n t o  t h e  g e n e r a l  p a t t e r n  

d e t e r m i n e d  b y  e x p e r i m e n t .

Two d i s t i n c t ,  b u t  c o m p l e m e n t a r y ,  a p p r o a c h e s  h a v e  b e e n  a d o p t e d  i n  

t h i s  s t u d y .  The f i r s t  o f  t h e s e ,  t h e  ENERGY f o r m u l a t i o n ,  a n a l y s e d  e a c h  

s y s t e m  i n  t e r m s  o f  i t s  t o t a l  e n e r g y  o r ,  when d e t a i l e d  i n f o r m a t i o n  c o n 

c e r n i n g  a  p a r t i c u l a r  p h en o m en o n  w as d e s i r e d ,  i n  t e r m s  o f  t h e  a p p r o p r i 

a t e  c o m p o n e n t  o f  t h e  t o t a l  e n e r g y .  T h i s  a p p r o a c h  i n v o l v e d  t h e  s e t t i n g  

u p  o f  a  s i m p l i f i e d  m o d e l ,  c h o s e n  b y  s y s t e m a t i c  a p p r o x i m a t i o n s  o f  t h e  

H a r t r e e - F o c k  a n d  P h i l l i p s - K l e i n m a n n  t h e o r i e s ,  a n d  w as  u s e d  i n  d e r i v i n g  

p o t e n t i a l  c u r v e s  f o r  t h e  d i m e r ,  t h e  t r i m e r  (  e q u i l a t e r a l  t r i a n g u l a r  

f o r m  ) a n d  q u a d r a r a e r  (  s q u a r e  a n d  t e t r a h e d r a l  f o r m s  ) ,



IV

On t h e  o t h e r  h a n d ,  t h e  CHARGE DENSITY f o r m u l a t i o n  v i e w e d  t h e  f o r m a 

t i o n  o f  a n  a g g r e g a t e  i n  t e r m s  o f  t h e  a c c o m p a n y in g  r e d i s t r i b u t i o n  o f  

t h e  v a l e n c e  c h a r g e .  S y m m etry  a r g u m e n t s  w e r e  u s e d  t o  o b t a i n  a  p i c t o r 

i a l  d e s c r i p t i o n  o f  t h i s  r e d i s t r i b u t i o n  a n d ,  a l o n g  w i t h  t h e  e l e c t r o 

s t a t i c  t h e o r y  o f  H e l lm a n n  a n d  F eynm an , f o r m e d  t h e  b a s i s  o f  a  q u a l i t a 

t i v e  M o l e c u l a r  O r b i t a l  t h e o r y  b y  w h ic h  t h e  r e l a t i v e  s t a b i l i t y  o f  d i f 

f e r e n t  i s o m e r i c  f o r m s  w as s t u d i e d .

An i n t e r e s t i n g  b y - p r o d u c t  o f  t h e  s h i f t  i n  e m p h a s i s  aw ay f r o m  p u r e l y  

e n e r g e t i c  c o n s i d e r a t i o n s  a n d  t o  t h e  g r o s s  p r o p e r t i e s  o f  t h e  c h a r g e  

d i s t r i b u t i o n ,  i s  t h e  s u g g e s t i o n  t h a t  t h e  a b s e n c e  o f  c o r e - e l e c t r o n s  

i n d i r e c t l y  a c c o u n t s  f o r  t h e  n o n - m e t a l l i e  b u l k  p r o p e r t i e s  o f  h y d r o g e n .  

T h i s  h y p o t h e s i s  may b e  c o m p a r e d  w i t h  t h e  r e s o n a n c e  t h e o r y  o f  t h e  Va

l e n c e  Bond e x p l a n a t i o n  o f  m e t a l l i c  b o n d i n g .
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CHAPTER I .

INTRODUCTION AND HISTORICAL REVIEW,



INTRODUCTION .

I n  r e c e n t  y e a r s ,  c o n s i d e r a b l e  i n t e r e s t  h a s  b e e n  a r o u s e d  i n  t h e  e x 

p e r i m e n t a l  i n v e s t i g a t i o n  o f  c l u s t e r s  o f  m e t a l  a to m s  f o r m e d  b y  p a r 

t i a l  c o n d e n s a t i o n  o c c u r r i n g  i n  m e t a l  v a p o u r s  d u r i n g  t h e i r  e x p a n s i o n  

t h r o u g h  some s m a l l  o r i f i c e  ( N a t u r e  ( 1 9 7 1 )  ) .  The i o n i z a t i o n  p o t e n 

t i a l s  o f  s u c h  c l u s t e r s  h a v e  b e e n  d e t e r m i n e d  b y  t h e  u s e  o f  p h o t o - i o n i 

z a t i o n  a n d  m a s s - s p e c t r o m e t e r  t e c h n i q u e s .  I n  p a r t i c u l a r ,  t h e  i o n i z a 

t i o n  p o t e n t i a l s  o f  c l u s t e r s  o f  u p  t o  e i g h t  s o d i u m  a to m s  h a v e  b e e n  r e 

p o r t e d  ( R o b b in s  e t .  a l .  ( 1 9 6 7 )  ) a n d ,  d e s p i t e  some o d d - e v e n  i r r e g 

u l a r i t i e s ,  show  a n  o v e r a l l  r e d u c t i o n  t o w a r d s  t h e  m e t a l l i c  w o rk  f u n c 

t i o n  a s  t h e  s i z e  o f  t h e  a g g r e g a t e  i n c r e a s e s .  F u r t h e r m o r e ,  t h e  r e 

s u l t s  i n d i c a t e  t h a t  t h e  o c c u r r e n c e  o f  t h e s e  s m a l l  s y s t e m s  w i l l  c o n 

s i d e r a b l y  e n h a n c e  t h e  e l e c t r i c a l  c o n d u c t i v i t y  o f  s a t u r a t e d  v a p o u r s  

o f  a l k a l i  m e t a l s .

The i m p o r t a n c e  o f  t h e  r o l e s  p l a y e d  b y  s m a l l  p o l y a t o m i c  s y s t e m s ,  

t h a t  i s ,  s y s t e m s  c o n s i s t i n g  o f  l e s s  t h a n  o n e  h u n d r e d  a t o m s ,  i n  many 

p h e n o m e n a  o f  p h y s i c a l  s i g n i f i c a n c e  h a s  b e e n  r e c o g n i z e d  f o r  many 

y e a r s .  S u c h  p h e n o m e n a  i n c l u d e ,  f o r  e x a m p l e ,  v a p o u r  p h a s e  n u c l é a t i o n  

a n d  c l u s t e r i n g  i n  a  d e n s e  f l u i d  ( B u r t o n  ( 1 9 7 0 )  ) ,  a s  w e l l  a s  t h e

a n o m a l o u s l y  s m a l l  h e a t s  o f  v a p o r i z a t i o n  o f  c o n d e n s e d  f i l m s  o f  m e t a l s

o n  s u r f a c e s  s u c h  a s  g l a s s  (  T a y l o r  e t .  a l .  ( 1 9 3 3 )  ) .  As p o i n t e d  o u t  

b y  H o a re  e t .  a l .  ( 1 9 7 1 ) ,  much t h e o r e t i c a l  w o rk  r e m a i n s  t o  b e  d o n e  i n  

o r d e r  t o  o b t a i n  a n  u n d e r s t a n d i n g  o f  t h e s e  m i c r o - c r y s t a l l i t e s .

A l t h o u g h  t h e  t h e o r e t i c a l  i n v e s t i g a t i o n  o f  t h e  a b o v e  s y s t e m s  i s  o f  

i n t r i n s i c  v a l u e ,  many o f  t h e  t e c h n i q u e s  w h ic h  h a v e  b e e n  d e v e l o p e d  

h a v e  a l s o  p r o v e d  a d e q u a t e  f o r  t h e  a n a l y s i s  o f  v a r i o u s  p r o p e r t i e s  o f  

t h e  b u l k  m a t e r i a l  ( M essm er e t .  a l .  ( l 9 7 o ) ;  I n a n  C h en  ( l 9 7 o ) ;  B en 

n e t t  e t .  a l .  (  1971) ) .



T he d e v e l o p e m e n t  o f  q u a n tu m  t h e o r y  h a s  made p o s s i b l e ,  a t  l e a s t  i n  

p r i n c i p l e ,  t h e  e x p l a n a t i o n  o f  t h e  c h e m i c a l  a n d  p h y s i c a l  p r o p e r t i e s  

o f  m a n y - p a r t i c l e  s y s t e m s .  The m a in  d i f f i c u l t y  a r i s e s  i n  p r o v i d i n g  

a  q u a n t i t a t i v e  a n a l y s i s  o f  s u c h  s y s t e m s .  T h e r e ,  h o w e v e r ,  r e m a i n s  

t h e  p o s s i b i l i t y  o f  i n t r o d u c i n g  h e l p f u l  s i m p l i f i c a t i o n s  w h i c h  make 

q u a n t i t a t i v e  i n v e s t i g a t i o n  f e a s i b l e  a n d ,  i n  some c a s e s ,  l e a d  t o  

q u i t e  a c c u r a t e  r e s u l t s .

I n  t h e  f i e l d s  o f  m o l e c u l a r  a n d  s o l i d  s t a t e  p h y s i c s ,  t h e  b a s i c  a s 

s u m p t i o n  i s  t h a t  t h e  n u c l e a r  a n d  e l e c t r o n i c  m o t i o n s  may b e  c o n s i d e r 

e d  s e p a r a t e l y .  S u c h  a  s i m p l i f i c a t i o n  i s  p o s s i b l e  m a i n l y  b e c a u s e  o f

i )  t h e  s m a l l n e s s  o f  t h e  e l e c t r o n i c  m ass  a s  c o m p a re d  w i t h  t h a t  o f  

t h e  n u c l e i ;  a n d

i i )  i n  t h e s e  s y s t e m s ,  t h e  e l e c t r o s t a t i c  f o r c e s  a r e  d o m i n a n t  a n d  

o t h e r  f o r c e s  m ay , i n  g e n e r a l ,  b e  t r e a t e d  a s  p e r t u r b a t i o n s  w i t h  

a  h i g h  d e g r e e  o f  a c c u r a c y .

B e s i d e s  t h e  a b o v e m e n t i o n e d  d e c o u p l i n g  o f  t h e  e l e c t r o n i c  a n d  n u c l e a r  

m o t i o n s ,  t h e s e  f e a t u r e s  a l s o  p e r m i t  t h e  V i r i a l  a n d  H e1 Im a n n -F e y n m a n  

T h e o re m s  t o  t a k e  o n  r a t h e r  s i m p l e ,  b u t  u s e f u l ,  f o r m s .

I n  t h e  f o l l o w i n g  t h r e e  c h a p t e r s ,  b r i e f  r e v i e w s  o f  v a r i o u s  a s p e c t s  

o f  t h e  t h e o r y  o f  m o l e c u l a r  q u a n tu m  m e c h a n i c s  a r e  g i v e n .  C h a p t e r  I I  

d e a l s  w i t h  t h e  b a s i c  s i m p l i f y i n g  a s s u m p t i o n s  made t o  p e r m i t  q u a n t i 

t a t i v e  a n a l y s i s  a n d  some o f  t h e i r  i m p l i c a t i o n s .  As t h e  p a r t i c u l a r  

m a t h e m a t i c a l  d e v e l o p e m e n t  o f  t h e  t h e o r y  u s e d  i n  t h i s  r e s e a r c h  p r o 

j e c t  h a s  b e e n  m a i n l y  f o r  u s e  i n  q u a n tu m  c h e m i s t r y  r a t h e r  t h a n  i n

t h e o r e t i c a l  s o l i d  s t a t e  p h y s i c s .  C h a p t e r s  I I I  a n d  IV h a v e  b e e n  d e 

v o t e d  t o  i t s  c o n s i d e r a t i o n .  More e x h a u s t i v e  a c c o u n t s  o f  t h e  t h e o r y  

may b e  o b t a i n e d  f r o m  t h e  n u m e ro u s  r e f e r e n c e s  c i t e d .

C h a p t e r  V o u t l i n e s  some r e c e n t  i m p r o v e m e n t s  o f  t h e  a b o v e  t h e o r y  

a s  w e l l  a s  a t t e m p t s  a t  m o d i f y i n g  some o f  t h e  m e th o d s  o f  s o l i d  s t a t e  

t h e o r y  t o  m o l e c u l a r  ( f i n i t e  s y s t e m s  ) p r o b l e m s .

Q u a l i t a t i v e  M o l e c u l a r  O r b i t a l  t h e o r y  c a n  b e  u s e d  t o  g i v e  a  p i c t o r -



i a l  u n d e r s t a n d i n g  o f  t h e  s h a p e s  a n d  o t h e r  p r o p e r t i e s  o f  m o l e c u l a r

s y s t e m s  ( Bond ( 1 9 6 6 )  ) ,  S u c h  a n  a n a l y s i s  d ra w s  u p o n  t h e  p h y s i c a l  

i n s i g h t  a n d  e x p e r i e n c e  d e r i v e d  f r o m  q u a n t i t a t i v e  i n v e s t i g a t i o n s  o f  

t h e  m o s t  s i m p l e  s y s t e m s  a n d ,  a l t h o u g h  o f  no  d i r e c t  n u m e r i c a l  v a l u e ,  

i s  n o t  e n c u m b e r e d  b y  t h e  s h o r t c o m i n g s  o f  a n y  o f  t h e  p r e s e n t  m o d e ls  

u s e d  f o r  s t u d y i n g  c o m p le x  s y s t e m s .  T h u s ,  a l t h o u g h  t h e  LCAO-MO 

f r a m e w o r k  i s  f o u n d  t o  b e  m o s t  c o n v e n i e n t  f o r  t h e  a n a l y s i s ,  t h e  o n l y  

a s s u m p t i o n s  made i n  t h e  t h e o r y  u s e d  h e r e  a r e  t h o s e  o f  t h e  i n d e p e n -  

d e n t - p a r t i c l e  a p p r o a c h .  A t t e n t i o n  i s  f o c u s s e d  o n  t h e  o r b i t a l s  o f  

t h e  s y s t e m  r a t h e r  t h a n  o n  t h e  d e t e r m i n a t i o n  o f  i t s  t o t a l  e n e r g y .

T he g r o s s  f e a t u r e s  a n d  r e l a t i v e  e n e r g i e s  o f  m o l e c u l a r  o r b i t a l s  

c a n  b e  i n f e r r e d  f r o m  s i m p l e  sy m m e try  a r g u m e n t s ,  t h e  o c c u r r e n c e  o f  

n o d a l  p l a n e s  a n d / o r  s u r f a c e s  a n d  t h e  r e s u l t i n g  e l e c t r o n i c  c h a r g e  

d i s t r i b u t i o n .  None o f  t h e  a r b i t r a r y  a s s u m p t i o n s  o f  o r b i t a l  h y b r i d 

i z a t i o n  p r e v e l a n t  i n  q u a l i t a t i v e  V a l e n c e  Bond t h e o r y  a r e  u s e d .

R e c e n t l y ,  G im a rc  ( 1 9 7 3 ) h a s  a d o p t e d  a  s i m i l a r  a p p r o a c h  i n  h i s  a n a 

l y s i s  o f  v a r i o u s  m o l e c u l a r  s y s t e m s .  The p r e s e n t  d e s c r i p t i o n  i s ,  

h o w e v e r ,  so m e w h a t  m ore  p h y s i c a l  i n  t h a t  i t  e m p h a s i z e s  t h e  e l e c t r o n i c  

c h a r g e  d i s t r i b u t i o n  r a t h e r  t h a n  t h e  * m a t h e m a t i c a l  * c o n c e p t  o f  

O v e r l a p ,  T h u s ,  w h e r e a s  t h e  c l o s e  r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  t h e  s i z e  o f  

t h e  o v e r l a p  i n t e g r a l  a n d  t h e  s t r e n g t h  o f  b o n d i n g  h a s  b e e n  m e n t i o n e d  

o n  many o c c a s s i o n s  (  s e e ,  f o r  e x a m p l e .  S l a t e r  (  I963> ) ,  t h e  r u l e  o f  

* m a x i m i z a t i o n  o f  o v e r l a p  ' u s e d  b y  G im a rc  i s  o n l y  u s e f u l  f o r  p a r t i 

c u l a r  a p p r o x i m a t i o n s  a n d  b a s i s  s e t s  ( McWeeny e t .  a l .  ( 1 9 6 9 )  ) .  The 

a r g u m e n t s  u s e d  h e r e  a r e ,  o n  t h e  o t h e r  h a n d ,  m ore  c l o s e l y  r e l a t e d  t o  

t h e  m ore  g e n e r a l  f o r c e  c o n c e p t s  o r i g i n a l l y  p u t  f o r w a r d  b y  B e r l i n  

( 1 9 5 1 )  a n d  C l i n t o n  e t .  a l .  ( 1 9 5 9 ) ,

The o b j e c t  o f  t h i s  r e s e a r c h  i s  t o  p r e s e n t  some e x a m p le s  o f  t h e  

k i n d  o f  i n f o r m a t i o n  w h i c h  c a n  b e  d e r i v e d  a b o u t  t h e  p r o p e r t i e s  o f  

s m a l l  c l u s t e r s  o f  u n i v a l e n t  a t o m s ,  u s i n g  q u a l i t a t i v e  M o l e c u l a r  O r 

b i t a l  t h e o r y ,  a n d  t o  s u g g e s t  a  r e a s o n  f o r  t h e  d i f f e r e n c e s  b e t w e e n



a g g r e g a t e s  o f  h y d r o g e n  a n d  o t h e r  m o n o v a l e n t  a t o m s ,

E m p lo y in g  a  m o d e l  H a m i l t o n i a n  d e r i v e d  f r o m  s y s t e m a t i c  a p p r o x i m a 

t i o n s  o f  t h e  H a r t r e e - F o c k  a n d  p s e u d o p o t e n t i a l  t h e o r i e s ,  q u a n tu m -  

m e c h a n i c a l  c a l c u l a t i o n s  a r e  a l s o  p e r f o r m e d  o n  t h e  s o d i u m  d i m e r ,  t r i 

m er  a n d  q u a d r a m e r  s y s t e m s .  C o n c l u s i o n s  d ra w n  f r o m  t h e s e  r e s u l t s  

a n d ,  i n  some c a s e s ,  f r o m  s e m i - e m p i r i c a l  D i a t o m i c s - I n - M o l e c u l e s  e n e r 

g y  e x p r e s s i o n s  a r e  c o m p a r e d  w i t h  e a c h  o t h e r  a n d  w i t h  t h o s e  o f  t h e  

q u a l i t a t i v e  a n a l y s i s .

C h a p t e r s  VI t h r o u g h  X d e s c r i b e  t h e  m e th o d s  u s e d  i n  a n d  c o n c l u s i o n s  

o f  t h i s  r e s e a r c h .



E x p e r i m e n t a l  D e t a i l s .

U n t i l  r e c e n t l y ,  t h e r e  h a s  b e e n  v e r y  l i t t l e  e x p e r i m e n t a l  i n f o r m a 

t i o n  o n  t h e  p r o p e r t i e s  o f  s m a l l  c l u s t e r s  o f  a to m s  o r  m o l e c u l e s .

The m a in  r e a s o n  f o r  t h i s  i s  t h a t ,  u n d e r  e q u i l i b r i u m  c o n d i t i o n s ,  s u c h  

s y s t e m s  a r e  o n l y  s t a b l e  i n  t h e  p r e s e n c e  o f  h i g h  p r e s s u r e s  w h i c h ,  i n  

t h e  c a s e  o f  m e t a l l i c  v a p o u r s ,  a l s o  i m p l i e s  h i g h  t e m p e r a t u r e s .  Re

c e n t l y ,  h o w e v e r ,  i t  w as f o u n d  p o s s i b l e  t o  p r o d u c e  s m a l l  c l u s t e r s  o f  

m o l e c u l e s  i n  t h e  n o n - e q u i l i b r i u m  c o n d i t i o n s  o f  a n  a d i a b a t i c  e x p a n 

s i o n  a n d  t o  s t u d y  th e m  w i t h  a  m a s s - s p e c t r o m e t e r .  R o b b in s  e t .  a l ,

(  l o c ,  c i t .  )  h a v e  e x t e n d e d  t h i s  t e c h n i q u e  t o  m e a s u r e  t h e  i o n i z a t i o n  

p o t e n t i a l s  o f  c l u s t e r e d  a l k a l i - m e t a l  a t o m s .

The a l k a l i - m e t a l  v a p o u r  w as  g e n e r a t e d  i n  a  b o i l e r  a n d  t h e  v a p o u r  

a l l o w e d  t o  e x p a n d  t h r o u g h  a  s m a l l  o r i f i c e  i n t o  a  vacuum  c h a m b e r .  

O w ing  t o  t h e  r a t h e r  s m a l l  m ean  f r e e  p a t h  i n  t h e  v a p o u r  o n  r e a c h i n g  

t h e  o r i f i c e ,  t h e  e x p a n s i o n  w as  a d i a b a t i c  a n d  r a p i d  c o o l i n g  r e s u l t e d .  

I n  t h e  v acu u m  c h a m b e r ,  t h e  m ean  f r e e  p a t h  w as  l a r g e  a n d  c l u s t e r s  

w e r e  f o r m e d  i n  t h e  v a p o u r  b e c a u s e  o f  s u p e r s a t u r a t i o n ;  t h e  v a p o u r  

f l o w  a s s u m e d  m o l e c u l a r  c h a r a c t e r .

A f t e r  b e i n g  c o l l i m a t e d ,  t h e  m o l e c u l a r  beam  w as  p a s s e d  d i r e c t l y  

t h r o u g h  a n  i o n i z a t i o n  c h a m b e r  t o  a  c o l d  t r a p ;  i n  t h e  c h a m b e r ,  t h e  

m o l e c u l a r  s p e c i e s  o f  t h e  beam  w e r e  i o n i z e d  a n d  a  m ass  a n a l y s i s  made 

i n  t h e  u s u a l  m a n n e r .  The i o n  beam s w e r e  d e t e c t e d  u s i n g  a n  e l e c t r o n -  

m u l t i p l i e r  s y s t e m .

T he i o n i z a t i o n  w as d o n e  b y  f o c u s s e d  u l t r a - v i o l e t  l i g h t  (~ 2 2 0 0  A* )

f r o m  a  p r i s m  m o n o c h r o m a to r  w h ic h  w as f i r s t  c a l i b r a t e d  a g a i n s t  t h e

know n i o n i z a t i o n  p o t e n t i a l s  o f  t h e  m o n a to m ic  a l k a l i  s y s t e m s  a n d

p o i n t s  f r o m  t h e  v i s i b l e  s p e c t r u m  o f  a  m e r c u r y  d i s c h a r g e  l a m p .  The

t h r e s h o l d  w a v e l e n g t h  f o r  i o n  p r o d u c t i o n  w as t h e n  d e t e r m i n e d  a n d  t h e  

c o r r e s p o n d i n g  i o n i z a t i o n  p o t e n t i a l  f o u n d  f r o m  t h e  c a l i b r a t i o n  c u r v e ,

R o b b in s  e t ,  a l ,  h a v e  q u o t e d  a n  a c c u r a c y  o f  1 e , v ,  i n  t h e i r  p u b 

l i s h e d  v a l u e s .  A c c o r d i n g  t o  th e m ,  t h e  m a in  s o u r c e  o f  i n a c c u r a c y



i s  t h o  n e e d  t o  u s e  l a r g e  s l i t s  i n  t h e  o p t i c a l  s y s t e m  i n  o r d e r  t o  o b 

t a i n  a d e q u a t e  i o n  b eam s f o r  m a s s - s p e c t r o s c o p y ,

T h e o r e t i c a l  A n a l y s i s .

As l o n g  a g o  a s  IS3 3 , T a y l o r  e t .  a l .  h a d  i n v e s t i g a t e d  t h e  b i n d i n g  

e n e r g i e s  o f  v a r i o u s  i s o m e r s  o f  t h r e e  t o  e i g h t  s o d iu m  a to m s  i n  o r d e r  

t o  p r e d i c t  t h e  m o s t  p r o b a b l e  g r o w t h  sc h e m e  f o r  t h e  f o r m a t i o n  o f  t h e  

u n i t  c e l l  i n  t h e  b u l k  m a t e r i a l .  The m e th o d  w h ic h  t h e y  e m p lo y e d  w as 

b a s e d  o n  t h e  V a l e n c e  Bond f o r m a l i s m  b u t  i n c l u d e d  t h e  n e g l e c t ,  o r  

s e m i - e m p i r i c a l  e v a l u a t i o n ,  o f  a  n u m b er  o f  i n t e g r a l s  n e e d e d  f o r  t h e  

c o m p u t a t i o n  o f  t h e  e n e r g y .

S i n c e  t h e n ,  v a r i o u s  s e m i - e m p i r i c a l  v a l e n c e  e l e c t r o n  m o d e ls  h a v e  

b e e n  d e v e l o p e d ,  m a i n l y  i n  a n  e f f o r t  t o  c i r c u m v e n t  t h e  m a t h e m a t i c a l  

a n d  c o m p u t a t i o n a l  d i f f i c u l t i e s  w h ic h  a r i s e  w hen  i n v e s t i g a t i n g  s y s 

te m s  w i t h  l a r g e  n u m b e rs  o f  e l e c t r o n s .  I n  s u c h  m o d e l s ,  i t  i s  a s s u m 

e d  t h a t  t h e  e l e c t r o n s  o f  t h e  s y s t e m  may b e  s e p a r a t e d  i n t o  tw o g r o u p s ,  

t h e  c o r e  a n d  v a l e n c e  e l e c t r o n s ,  w i t h  t h e  p r o p e r t i e s  o f  t h e  s y s t e m  

b e i n g  d e t e r m i n e d  b y  t h e  l a t t e r .  M o r e o v e r ,  t h e  c o r e s  a r e  a s s u m e d  t o  

b e  u n a f f e c t e d  b y  t h e  p r e s e n c e  o f  t h e  v a l e n c e  e l e c t r o n s ,  o r  o f  o t h e r  

c o r e s ,

The t h e o r e t i c a l  m o d e l s  e m p lo y e d  may b e  d i v i d e d  b r o a d l y  i n t o  t h e  

f o l l o w i n g  two c l a s s e s :

Î . )  M o l e c u l a r  O r b i t a l  m o d e l s  i n  w h ic h  t h e  c o r e  e l e c t r o n s  a r e  n e g 

l e c t e d  a n d  w h e r e  t h e  H a r t r e e - F o c k  m a t r i x  e l e m e n t s  f o r  d e t e r m i n i n g

t h e  m o t i o n  o f  t h e  v a l e n c e  e l e c t r o n s  ( C h a p t e r  IV  )  a r e  o b t a i n e d  

f r o m  a t o m i c  i n f o r m a t i o n ,  p a r a m e t r i z a t i o n  a n d  t h e  n e g l e c t ,  o r  a p 

p r o x i m a t e  e v a l u a t i o n ,  o f  some o f  t h e  t w o - e l e c t r o n  i n t e g r a l s  ( B a e t -  

z o l d  ( 1 9 7 2 a ) ;  S a n n i g r a h i  ( 1 9 7 2 )  ) .  A l t h o u g h  s u c h  m o d e l s  h a v e  b e e n  

a p p l i e d  q u i t e  s u c c e s s f u l l y  t o  a  v a r i e t y  o f  s y s t e m s  ( B a e t z o l d  

(  1972b)  ) ,  t h e  i d e n t i f i c a t i o n  a n d  im p ro v e m e n t  o f  i n a d e q u a c i e s  i s  r a 

t h e r  l e s s  s t r a i g h t f o r w a r d  t h a n  f o r  t h e  a l t e r n a t i v e  m o d e ls  m e n t i o n e d  

b e l o w .



As p o i n t e d  o u t  b y  B a e t z o l d  (  1972b) i n  h i s  r e v i e w  a r t i c l e ,  t h e  r e 

s u l t s  p r e d i c t e d  u s i n g  t h e  a b o v e  m o d e l  s e e m e d  t o  b e  i n  o p p o s i t i o n  t o  

c l a s s i c a l  c o n c e p t s ,  w h e r e  t h e  maximum n u m b e r  o f  b o n d s  i m p l i e s  g r e a t 

e s t  s t a b i l i t y .  I n  c o n t r a s t ,  t h e  r e l a t i v e  s t a b i l i t y  o f  v a r i o u s  i s o 

m e rs  w as f o u n d  t o  d e p e n d  c r i t i c a l l y  u p o n  t h e i r  a n t i b o n d i n g  v a l e n c e  

s t a t e s .  The d e s t a b i l i z i n g  c h a r a c t e r  o f  t h e s e  s t a t e s  was sh o w n  t o  

b e  v e r y  s e n s i t i v e  t o  t h e  n u m b er  o f  n e a r e s t  n e i g h b o u r s .  H o w e v e r ,  

t h e s e  c o n c l u s i o n s  m u s t  b e  c o n s i d e r e d  a g a i n s t  t h e  a s s u m p t i o n  t h a t  

t h e  n u c l e a r  a n d  e l e c t r o n i c  i n t e r a c t i o n s  c a n c e l  e a c h  o t h e r ;  t h a t  i s ,  

t h e  t o t a l  e n e r g y  o f  a n y  s y s t e m  i s  t h e  sum o f  t h e  o c c u p i e d  v a l e n c e  

o r b i t a l s *  e n e r g i e s  p l u s  t h e  e n e r g i e s  o f  i t s  i o n  c o r e s ;

^ 4 * .  =  ^  £ 6 *^) . , . , ( 1 . 0  
^  M.

w h e r e  n ^  i s  t h e  o c c u p a t i o n  n u m b er  o f  t h e  v a l e n c e  o r b i t a l  w i t h  e n 

e r g y ,  Bji I E ( c 6 ) i s  t h e  e n e r g y  o f  t h e  « ^ ' - t h  i o n  c o r e  o f  t h e  s y s t e m ,  

T he r e s u l t s  a l s o  i n d i c a t e  t h a t  t h e r e  i s  a n  o v e r a l l  d e c r e a s e  o f  v a 

l e n c e  l e v e l  s p a c i n g  a n d  o f  i o n i z a t i o n  p o t e n t i a l  t o w a r d s  t h e i r  r e 

s p e c t i v e  v a l u e s  f o r  t h e  b u l k  m a t e r i a l  a s  t h e  s i z e  o f  t h e  a g g r e g a t e  

i n c r e a s e s .  F u r t h e r m o r e ,  t h e  v a r i a t i o n  o f  t h e  b a n d  g a p ,  d e f i n e d  a s  

t h e  e n e r g y  s e p a r a t i o n  b e t w e e n  t h e  h i g h e s t  o c c u p i e d  a n d  l o w e s t  u n o c 

c u p i e d  v a l e n c e  s t a t e s ,  w i t h  s i z e  a p p e a r s  t o  b e  a  p r o p e r t y  d e p e n d i n g  

o n  t h e  t y p e  o f  a to m s  c o m p o s in g  t h e  c l u s t e r .  T h u s ,  f o r  m e t a l  a t o m s ,  

t h i s  g a p  d e c r e a s e d  q u i t e  r a p i d l y  w h e r e a s ,  i t  r e m a i n e d  r a t h e r  l a r g e

f o r  s e m i c o n d u c t o r s  a n d  i n s u l a t o r s .

2 , )  Wtodels i n  w h ic h  a n  a t t e m p t  i s  made t o  i n c o r p o r a t e  t h e  e f f e c t s  

o f  t h e  c o r e  e l e c t r o n s ,  w i t h o u t  t h e i r  e x p l i c i t  c o n s i d e r a t i o n .

S u c h  m o d e ls  f i t  i n t o  t h e  f o r m a l i s m  d e s c r i b e d  b y  W oekes e t .  a l .  

( 1 9 6 8 ,  1969) a n d  d i s c u s s e d  b r i e f l y  i n  C h a p t e r  V . T h u s ,  i n  t h e i r  

s t u d i e s  o f  some a l k a l i - m e t a l  s y s t e m s .  R o ach  e t ,  a l ,  (  1968 , 1970)



a n d  P i c k u p  e t ,  a l ,  ( 1 9 7 2 )  d e f i n e d  a  m o d e l  H a m i l t o n i a n  f o r  t h e  s y s 

t e m  b y  t h e  e q u a t i o n

-  2 !  C*' ^  f  %  f  2
^  cC

(1 ,2)

w i t h  = I -  Rac I , r^* =  I £ .J  -  £^* I

a n d  w h e r e  r ^  a n d  R.^ a r e  t h e  p o s i t i o n  v e c t o r s  o f  t h e  i - t h  v a l e n c e  

e l e c t r o n  a n d  t h e  oL - t h  a t o m ,  r e s p e c t i v e l y ,  e  a n d  <3^ a r e  r e 

s p e c t i v e l y  t h e  e f f e c t i v e  n u c l e a r  c h a r g e  a n d  i o n i c  r a d i u s  o f  t h e  ec -  

t h  a t o m .  The l a t t e r  i s  t r e a t e d  a s  a n  e m p i r i c a l  f a c t o r .

T he j u s t i f i c a t i o n  o f  t h i s  m o d e l  i s  t h e  e f f e c t i v e  c a n c e l l a t i o n  o f  

t h e  s t r o n g  e l e c t r o s t a t i c  a t t r a c t i o n  e x p e r i e n c e d  b y  a  v a l e n c e  e l e c 

t r o n  w hen  i n  t h e  c o r e  r e g i o n  b y  t h e  l a r g e  k i n e t i c  e n e r g y  w h ic h  t h e  

e l e c t r o n  p o s s e s s e s  t h e r e .  The v a l e n c e  e l e c t r o n s  o f  t h e  s y s t e m  m ay, 

t h e r e f o r e ,  b e  d e s c r i b e d  b y  o r b i t a l s  w h ic h  a r e  n o t  o r t h o g o n a l  t o  

t h o s e  o f  t h e  c o r e  e l e c t r o n s ,  w hen  u s i n g  t h e  a b o v e  m o d e l  H a m i l t o n i a n ,  

T he m a in  c o n c l u s i o n s  t o  b e  d ra w n  f r o m  t h e  i n v e s t i g a t i o n  o f  some 

a l k a l i - m e t a l  s y s t e m s  u s i n g  t h e  a b o v e  a p p r o a c h  i n c l u d e

i )  t h e  c r u c i a l  i m p o r t a n c e  o f  a d e q u a t e l y  a c c o u n t i n g  f o r  t h e  o r t h o g 

o n a l i t y  o f  t h e  v a l e n c e  o r b i t a l s  t o  t h o s e  o f  t h e  c o r e  e l e c t r o n s ,

t h a t  i s ,  oSc m u s t  b e  n o n - z e r o .  I n  f a c t ,  t h i s  e f f e c t  p r o h i b i t s  t h e  

c l o s e  a p p r o a c h  o f  t h e  v a l e n c e  e l e c t r o n s  t o  t h e  a t o m i c  n u c l e i  a n d  

e x p l a i n s  t h e  r e l a t i v e  s t r e n g t h s  o f  t h e  o n e -  a n d  t w o - e l e c t r o n  chem 

i c a l  b o n d s  i n  s y s t e m s  s u c h  a s  Nag a n d  Nag , r e s p e c t i v e l y ,

i i )  I t  a p p e a r s  t h a t  p - t y p e  o r b i t a l s  m u s t  b e  i n c l u d e d  i n  t h e  b a s i s  

s e t  (  C h a p t e r s  IV ,  VI )  i n  o r d e r  t o  p r o p e r l y  d e s c r i b e  t h e  b i n d i n g  

i n  c l u s t e r s  o f  a l k a l i - m e t a l  a t o m s .  E q u i l i b r i u m  g e o m e t r i e s  a n d
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i o n i z a t i o n  p o t e n t i a l s ,  h o w e v e r ,  a p p e a r e d  t o  bo  q u i t e  a c c u r a t e l y  

d e t e r m i n e d  w hen  o n l y  s - t y p o  o r b i t a l s  w e r e  i n c l u d e d  i n  t h e  b a s i s  

s e t .

I n  s p i t e  o f  i t s  s u c c e s s e s ,  t h e  m o d e l  h a s  f a i l e d  c o m p l e t e l y  w hen  

a p p l i e d  t o  c e r t a i n  s y s t e m s ,  f o r  e x a m p l e ,  l i t h i u m  ( P i c k u p  e t ,  a l .

(  l o c ,  c i t ,  )  ) .  The r e a s o n  f o r  t h i s  f a i l u r e  a p p e a r s  t o  b e  u n k n o w n .  

F u r t h e r m o r e ,  t h e  H a m i l t o n i a n  o f  e q u a t i o n  ( 1 , 2 )  i s  n o n - H e r m i t i a n  a n d  

t h e  e f f e c t  o f  s y m r a e t r i z a t i o n  u s e d  b y  t h e  a b o v e m e n t i o n e d  a u t h o r s  i n  

o r d e r  t o  r e t a i n  t h e  H e r r a i t i a n  p r o p e r t y  h a s  n o t  b e e n  i n v e s t i g a t e d .  

A l s o ,  t h e  n o n - p h y s i c a l  a s p e c t  o f  t h e  i o n i c  r a d i u s  a n d  t h e  d i s c o n t i n 

u i t y  i n t r o d u c e d  i n t o  t h e  c o r e  p o t e n t i a l  a t  t h i s  b o u n d a r y  r e m a i n  u n 

s a t i s f a c t o r y  f e a t u r e s  o f  t h e  m o d e l .

I n  c o n n e c t i o n  w i t h  t h e  u s e  o f  t h e  f o r m a l i s m  o f  m o d e l  H a m i l t o n i a n s ,  

t h e  p s e u d o p o t e n t i a l  a p p r o a c h  o f  S z a s z  a n d  M cGinn ( 1967, 1968) s h o u l d  

a l s o  b e  m e n t i o n e d .  F u r t h e r  d e t a i l s  o f  t h e  r e s u l t s  o f  t h i s  a n d  t h e  

o t h e r  m e th o d s  w i l l  b e  g i v e n  i n  a  l a t e r  c h a p t e r .
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CHAPTER I I .

BACKGROUND INFORMATION.
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T he B o r n - O p p e n h e im e r  A p p r o x i m a t i o n .

C o n s i d e r  t h o  t i m e - i n d e p e n d e n t  S c h r o d i n g e r  e q u a t i o n  f o r  a n y  s y s t e m  

o f  p a r t i c l e s ;  f o r  e x a m p l e ,  n u c l e i  a n d  e l e c t r o n s :

^  » ................... ( I I . 1)

w h e r e  t h e  H a m i l t o n i a n  o p e r a t o r ,  Hr«<r. * a n d  t h e  w a v e f u n c t i o n ,  ÜFrofc. » 

a r e  f u n c t i o n s  o f  t h e  e l e c t r o n i c  a n d  n u c l e a r  c o o r d i n a t e s .

Assume

. , . . ( 11,2)

w h e r e  d e s c r i b e s  t h e  n u c l e a r  m o t i o n  a n d  d e p e n d s  u p o n  t h e

n u c l e a r  c o o r d i n a t e s ,  r e p r e s e n t e d  c o l l e c t i v e l y  b y  t h e  s y m b o l ,  R , 

o n l y ;  d e s c r i b e s  t h e  e l e c t r o n i c  m o t i o n  a n d  d e p e n d s  u p o n

b o t h  t h e  e l e c t r o n i c  c o o r d i n a t e s ,  r e p r e s e n t e d  c o l l e c t i v e l y  b y  ,r , 

a n d  t h e  n u c l e a r  p o s i t i o n s .

I f  t h e  p o s i t i o n s  o f  t h e  n u c l e u s ,  ^  , a n d  t h e  e l e c t r o n ,  i  , r e l a 

t i v e  t o  some c h o s e n  o r i g i n ,  a r e  d e n o t e d  b y  Rgg a n d  t j , r e s p e c t i v e 

l y ,  t h e n  e q u a t i o n  ( 1 1 , 1) b eco m es

a. — A

cCI
w h e r e

K ÿ  =  e V  \ Z i - ç  I

,  . . . . ( I I . 3 )

mg , Mot = m ass  o f  e l e c t r o n  a n d  - t h  n u c l e u s ,  r e s p e c t i v e l y  

a n d  Zoc = a t o m i c  n u m b e r  o f  o C - t h  n u c l e u s .

S i m p l i f i c a t i o n  o f  e q u a t i o n  ( I I . 3 ) g i v e s



H

/■- 2  ^  sc&,r:>

4  / -  2  ( * ^ ;  v /  ^  %  j

-  Z  ( * y ^ )  V /-A«^. ^

-  J E L  %  c ^ ) .  S t  $ c & , z )
oC

= H t, g(%r)
 ( I I . 4 )

T h e  b a s i c  a s s u m p t i o n  i n  t h e  t h e o r y  o f  m o l e c u l e s  a n d  s o l i d s  i s  made 

p o s s i b l e  b e c a u s e  o f  t h e  v e r y  s m a l l  r a t i o  o f  t h e  e l e c t r o n i c  t o  n u c l e a r  

m a s s e s .  A s t r a i g h t f o r w a r d  a r g u m e n t ,  b a s e d  o n  e i t h e r  t h e  U n c e r t a i n t y  

P r i n c i p l e  o f  q u a n tu m  m e c h a n i c s  o r  t h e  E q u i p a r t i t i o n  P r i n c i p l e  o f  

c l a s s i c a l  m e c h a n i c s ,  i n d i c a t e s  t h a t  t h e  e l e c t r o n i c  v e l o c i t i e s  a r e  

m uch l a r g e r  t h a n  t h e  n u c l e a r  v e l o c i t i e s .  The B o r n - O p p e n h e im e r  a p p r o x 

i m a t i o n  (  B o r n  a n d  G p p e n h e im e r  ( 1 9 2 7 )  ) ,  t h e r e f o r e ,  a s s u m e s  t h a t  t h e  

e l e c t r o n i c  m o t i o n  d e p e n d s  s o l e l y  u p o n  t h e  i n s t a n t a n e o u s  n u c l e a r  p o s i 

t i o n s  a n d  t o  a  much l e s s e r  e x t e n t  u p o n  t h e  a c t u a l  n u c l e a r  m o t i o n s .  

T h u s ,  b y  n e g l e c t i n g  t h e  l a s t  tw o t e r r a s  o n  t h e  l e f t - h a n d  s i d e  o f  e q u a 

t i o n  ( I I . 4 ) ,

Z V* -h X IL- + X lu I
I X. J  J

. . . . ( I I . 5 )

a n d

. . . . ( I I . 6 )

T h e s e  e q u a t i o n s  r e s p e c t i v e l y  d e t e r m i n e  t h e  e l e c t r o n i c  a n d  n u c l e a r  mo

t i o n s  i n  t h e  B o r n - O p p e n h e im e r  a p p r o x i m a t i o n .  ^ )  d e p e n d s  o n l y  

u p o n  t h e  i n s t a n t a n e o u s  n u c l e a r  c o n f i g u r a t i o n ,  d e n o t e d  b y  R , a n d
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n o t  u p o n  t h o  n u c l e a r  m o t i o n  s i n c e  a l l  t h e  d e r i v a t i v e s  o f  ^  w i t h  

r e s p e c t  t o  t h e  n u c l e a r  c o o r d i n a t e s  h a v e  b e e n  n e g l e c t e d .  S l a t e r  

( 1 9 6 3 a )  a n d  I j o n g u e t - H i g g i n s  ( 1 9 6 1 )  h a v e  sh o w n  t h a t  t h e  n e g l e c t  o f  

t h e s e  t e r m s  i s  j u s t i f i a b l e  u n d e r  c e r t a i n  c o n d i t i o n s .

T h i s  u n c o u p l i n g  o f  t h e  e l e c t r o n i c  a n d  n u c l e a r  m o t i o n s  m eans  t h a t  

t h e  n u c l e i  a r e  a s s i g n e d  f i x e d  p o s i t i o n s  a n d  t h e  m o t i o n  o f  t h e  e l e c 

t r o n s  i n  t h e  f i e l d  o f  t h e  f i x e d  n u c l e a r  f r a m e w o r k  d e t e r m i n e d  by  

e q u a t i o n  ( I I . 5 ) .  The p r o c e s s  i s  r e p e a t e d  a t  o t h e r  f i x e d  n u c l e a r  

p o s i t i o n s  a n d  i t  i s  a s s u m e d  t h a t  t h e  s e q u e n c e  o f  e l e c t r o n i c  d i s t r i 

b u t i o n s  d e s c r i b e s  t h e  t i m e  d e v e l o p e m e n t  o f  t h e  t r u e  e l e c t r o n  d i s t r i 

b u t i o n  a s  t h e  n u c l e i  c h a n g e  t h e i r  p o s i t i o n s  i n  t i m e  i n  p a s s i n g  

t h r o u g h  t h e  c h o s e n  c o n f i g u r a t i o n s •

E q u a t i o n  ( I I . 5 )  h a s  t o  b e  s o l v e d  s u b j e c t  t o  tw o  c o n d i t i o n s  o n  t h e  

w a v e f u n c t i o n ,  . T h e s e  a r e

1 . )  t h e  w a v e f u n c t i o n  a n d  i t s  d e r i v a t i v e s  m u s t  be  s q u a r e  i n t e g r a b l e ;  

a n d

2 . )  t h e  P a u l i  E x c l u s i o n  P r i n c i p l e  m u s t  b e  s a t i s f i e d .

T h i s  l a t t e r  c o n d i t i o n  f o l l o w s  f r o m  t h e  r e q u i r e m e n t  t h a t  t h e  e l e c t r o n 

i c  w a v e f u n c t i o n  be  a n t i s y m m e t r i c  w i t h  r e s p e c t  t o  i n t e r c h a n g e  o f  t h e  

* p o s i t i o n s  * o f  a n y  tw o  e l e c t r o n s  o f  t h e  s y s t e m .  T he * p o s i t i o n  * 

o f  t h e  i - t h  e l e c t r o n  i s  h e r e  s p e c i f i e d  b y  i t s  s p a t i a l  c o o r d i n a t e s ,

, a s  w e l l  a s  i t s  s p i n  c o o r d i n a t e ,  s i  .  T h e s e  a r e  c o l l e c t i v e l y  

r e p r e s e n t e d  b y  t h e  s i n g l e  c o o r d i n a t e ,  2Li • I t  i s  a l s o  n o t e d ,  i n  

p a s s i n g ,  t h a t  t h e  g e n e r a l i z e d  e l e c t r o n i c  w a v e f u n c t i o n ,  ^  ,

i s  a n  e i g e n f u n c t i o n  o f  e q u a t i o n  ( I I . 5 )  s i n c e  t h e  o p e r a t o r  i s  i n d e 

p e n d e n t  o f  s p i n  e f f e c t s .

The a b o v e  p e r m u t a t i o n  s y m m e try  o f  t h e  e l e c t r o n i c  w a v e f u n c t i o n  c a n  

b e  i n c l u d e d  f r o m  t h e  o u t s e t  b y  c h o o s i n g  t o  b e  r e p r e s e n 

t e d  b y  a  S l a t e r  d e t e r m i n a n t a l  f u n c t i o n  ( S l a t e r  ( 1 9 2 9 )  ) ,  o r  some 

l i n e a r  c o m b i n a t i o n  o f  t h e m .  I n  s u c h  a n  a p p r o x i m a t i o n ,  c a l l e d  t h e

i n d e p e n d e n t - p a r t i c l e  m o d e l ,  t h e  m o t i o n  o f  e a c h  e l e c t r o n  o f  t h e  s y s 

te m  i s  d e s c r i b e d  b y  a  f u n c t i o n  w h i c h  d e p e n d s  s o l e l y  u p o n  t h e  s p a c e



a n d  s p i n  c o o r d i n a t e s  o f  t h e  e l e c t r o n .  F u r t h e r  d i s c u s s i o n s  o f  t h i s  

m o d e l  i s  g i v e n  i n  l a t e r  s e c t i o n s  o f  t h i s  c h a p t e r  a n d  i n  C h a p t e r s  

IV a n d  V.

The B re a k d o w n  Of The B o r n - O p p e n h e im e r  A p p r o x i m a t i o n .

T h e  B o r n - O p p e n h e im e r  a p p r o x i m a t i o n  h o l d s  a s  l o n g  a s  t h e  e l e c t r o n i c  

f u n c t i o n  i s  n o n - d e g e n e r a t e .  S i t u a t i o n s  g e n e r a l l y  a r i s e  w h e r e  d e g e n 

e r a c y ,  o r  n e a r  d e g e n e r a c y ,  d o e s  o c c u r  a n d  t h e  a b o v e  a n a l y s i s  h a s  t o  

b e  m o d i f i e d  ( L o n g u e t - H i g g i n s  ( l o c ,  c i t ,  > ) ,

I n  t h e  s t u d y  o f  h i g h l y  s y m m e t r i c a l  s t r u c t u r e s ,  sy m m e try  c o n s i d e r a 

t i o n s  g e n e r a l l y  l e a d  t o  d e g e n e r a t e  s i t u a t i o n s  w h ic h  a r e  s p l i t  i n  t h e  

a c t u a l  p h y s i c a l  s y s t e m  t h r o u g h  t h e  n u c l e a r  m o t i o n .  T he s m a l l  t e r m s  

w h i c h  w e r e  n e g l e c t e d  a b o v e  m u s t  t h e n  be  c o n s i d e r e d  i n  o r d e r  t o  c a l 

c u l a t e  t h e  e n e r g y  d i f f e r e n c e s  i n  s u c h  s p l i t t i n g .  F u r t h e r m o r e ,  t h e  

J a h n - T e l l e r  e f f e c t ,  m e n t i o n e d  b r i e f l y  i n  t h e  f o l l o w i n g  s e c t i o n ,  p r o 

h i b i t s  t h e  o c c u r r e n c e  o f  s t a b l e ,  d e g e n e r a t e  e l e c t r o n i c  s t a t e s  f o r  

n o n - l i n e a r  p o l y a t o m i c  s t r u c t u r e s ,  a s  may b e  p r e d i c t e d  i n  t h e  B o r n -  

O p p e n h e im e r  a p p r o x i m a t i o n .

A l t h o u g h  l i n e a r  s t r u c t u r e s  w i t h  d e g e n e r a t e  e l e c t r o n i c  s t a t e s  a r e  

s t a b l e  a g a i n s t  J a h n - T e l l e r  d i s t o r t i o n s ,  t h e  n u c l e a r  m o t i o n  a g a i n  

s p l i t s  s u c h  d e g e n e r a c i e s .  T h i s  e f f e c t ,  know n a s  t h e  R e n n e r  e f f e c t ,  

r e s u l t s  i n  a  m o d i f i c a t i o n  o f  t h e  s p e c t r a  o f  l i n e a r ,  a s  w e l l  a s  n o n 

l i n e a r ,  s t r u c t u r e s .

T h u s ,  t h e  n u c l e a r  a n d  e l e c t r o n i c  m o t i o n s  a r e  d e f i n i t e l y  i n t e r - r e 

l a t e d  a n d  t h e  a p p r o x i m a t i o n  w i l l  f a i l  i n  t h e  a n a l y s i s  o f  t h o s e  s i t 

u a t i o n s  w h e r e  t h e  s p l i t t i n g  o f  e n e r g y  l e v e l s  d e p e n d s  s t r o n g l y  u p o n  

t h e  n u c l e a r  m o t i o n .

J a h n - T e l l e r  E f f e c t .

I t  i s  t e m p t i n g  t o  a s s u m e  t h a t  a to m s  i n  p o l y a t o m i c  s y s t e m s  w o u ld  

t e n d  t o  o c c u p y  p o s i t i o n s  s u c h  t h a t  t h e  c o n f i g u r a t i o n a l  s y m m e try  i s  

a  maximum. C l o s e r  a n a l y s i s ,  h o w e v e r ,  i n d i c a t e s  t h a t ,  a l t h o u g h
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t h i s  may i n  f a c t  b e  t h e  c a s e  a t  r e l a t i v e l y  h i g h  t e m p e r a t u r e s  b e 

c a u s e  o f  t h e  h i g h e r  e n t r o p y  p o s s e s s e d  b y  m ore  s y m m e t r i c a l  c o n f i g u r 

a t i o n s  ( K a n a m o r i  ( i 9 6 0 )  ) ,  i t  i s  n o t  g e n e r a l l y  t h e  c a s e  a t  l o w e r  

t e m p e r a t u r e s ,

J a h n  a n d  T e l l e r  ( 1 9 3 7 , 1 9 3 8 ) h a v e  show n  t h a t ,  o n  c o m p l e t e l y  g e n e r 

a l  g r o u n d s ,  a  n o n - l i n e a r  m o l e c u l e  p o s s e s s i n g  a  d e g e n e r a t e  e l e c t r o n 

i c  g r o u n d  s t a t e  i s  i n t r i n s i c a l l y  u n s t a b l e  a g a i n s t  d i s t o r t i o n s  w h i c h  

re m o v e  t h e  d e g e n e r a c y .  T h u s ,  i f  i n  a  B o r n - O p p e n h e im e r  c a l c u l a t i o n  

a  c o n f i g u r a t i o n  i s  a s s u m e d  w h i c h  g i v e s  r i s e  t o  s u c h  a n  e l e c t r o n i c  

d e g e n e r a c y  i n  t h e  g r o u n d  s t a t e ,  t h e  c o u p l i n g  o f  t h e  v i b r a t i o n a l  a n d  

e l e c t r o n i c  m o t i o n s  m u s t  b e  c o n s i d e r e d  i n  o r d e r  t o  d e t e r m i n e  t h e  

t r u e  m o l e c u l a r  c o n f i g u r a t i o n .  I n  s u c h  a  v i b r o n i c  c o u p l i n g ,  t h e  n u 

c l e i  a r e  d i s p l a c e d ,  t h e  e l e c t r o n i c  d e g e n e r a c y  r e m o v e d ,  a n d  t h e  m o l 

e c u l e  moves t o w a r d s  i t s  e q u i l i b r i u m  c o n f i g u r a t i o n .

T he J a h n - T e l l e r  T h e o r e m .

T h i s  s t a t e s  t h a t  a  g e o m e t r i c a l  c o n f i g u r a t i o n  i n  w h i c h  t h e  e l e c 

t r o n i c  s t a t e  i s  d e g e n e r a t e  c a n n o t  b e  s t a b l e  e x c e p t  i n  t h e  f o l l o w 

i n g  c a s e s ;

1 . )  T he s y s t e m  c o n t a i n s  a n  o d d  n u m b e r  o f  e l e c t r o n s  a n d  t h e  d e g e n 

e r a c y  i s  t h e  t w o - f o l d  K r a m e r ' s  d e g e n e r a c y  w h i c h  c a n n o t  be  r e m o v e d  

b y  a n y  c h a n g e s  i n  t h e  e l e c t r o s t a t i c  f i e l d .  I n  p r a c t i c e ,  a l l  s p i n -  

d e g e n e r a t e  c a s e s  a r e  n e g l e c t e d  b e c a u s e  o f  t h e  s m a l l n e s s  o f  t h e  

J a h n - T e l l e r  d i s t o r t i o n s  i n  s u c h  c a s e s .

2 . )  The m o l e c u l a r  s t r u c t u r e  i n  w h i c h  t h e  e l e c t r o n i c  s t a t e  i s  d e g e n 

e r a t e  i s  l i n e a r .

I n  e v e r y  o t h e r  c a s e  t h e r e  e x i s t s  a  c o n f i g u r a t i o n  o f  l o w e r  s y m m e try  

i n  w h i c h  t h e  d e g e n e r a c y  i s  r e m o v e d  t o  f i r s t  o r d e r  i n  t h e  n u c l e a r  

d i s p l a c e m e n t s  f r o m  t h e i r  s y m m e t r i c a l  p o s i t i o n s .  T h e  c e n t r e  o f  g r a 

v i t y  o f  t h e  p e r t u r b e d  e n e r g i e s  o f  t h e  s p l i t  l e v e l s  i s  e q u a l  t o  t h e  

e n e r g y  o f  t h e  o r i g i n a l l y  d e g e n e r a t e  s t a t e .  T h u s ,  a t  l e a s t  o n e  o f  

t h e  s p l i t  l e v e l s  i s  m ore  s t a b l e  t h a n  b e f o r e  a n d  t h e  s y s t e m  c a n  lo w 
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e r  i t s  e n e r g y  b y  b e c o m in g  l e s s  s y m m e t r i c a l  a n d  r e m o v i n g  t h e  d e g e n 

e r a c y .

T h e  m a t h e m a t i c a l  f o r m u l a t i o n  o f  t h e  J a h n - T e l l e r  a n d  R e n n e r  e f f e c t s  

h a s  b e e n  g i v e n  b y  L o n g u e t - H i g g e n s  (  l o c .  c i t ,  ) a n d  a p p l i e d  e x t e n 

s i v e l y  t o  t r a n s i t i o n - m e t a l  c o m p l e x e s  b y  S t u r g e  ( 1 9 6 7 ) ,  M ore r e c e n t 

l y ,  t h e s e  e f f e c t s  h a v e  b e e n  show n t o  e x p l a i n  o b s e r v e d  d a t a  o n  many 

o r g a n i c  m o l e c u l a r  s y s t e m s  ( C o u l s o n  ( 1 9 7 1 ) ;  E n g le m a n n  ( 1 9 7 2 )  ) ,

T he  V a r i a t i o n a l  P r i n c i p l e .

I t  i s  m a t h e m a t i c a l l y  i m p o s s i b l e  t o  o b t a i n  d i r e c t  s o l u t i o n s  o f  t h e  

S c h r o d i n g e r  e q u a t i o n  f o r  m a n y - e l e c t r o n  s y s t e m s  a n d  i t  h a s  t h e r e f o r e  

b e e n  n e c e s s a r y  t o  r e s o r t  t o  some a p p r o x i m a t e  m e th o d  o f  a n a l y s i s ;  

f o r  e x a m p l e ,  t h e  s i n g l e - p a r t i c l e  a p p r o a c h  o r  i n d e p e n d e n t - p a r t i c l e  

m o d e l .  I n  s u c h  a n  a p p r o x i m a t i o n ,  t h e  m o t i o n  o f  a n  e l e c t r o n  i s  d e s 

c r i b e d  b y  a  f u n c t i o n  w h i c h  d e p e n d s  s o l e l y  u p o n  t h e  c o o r d i n a t e s  o f  

t h a t  e l e c t r o n .  T h u s ,  i n  e f f e c t ,  t h e  m o t i o n  o f  e a c h  e l e c t r o n  o f  t h e  

s y s t e m  i s  i n d e p e n d e n t  o f  t h e  p o s i t i o n s  o f  a l l  o t h e r  e l e c t r o n s .

H o w e v e r ,  i t  i s  y e t  p o s s i b l e  t o  i n c o r p o r a t e ,  i n  a n  a v e r a g e  m a n n e r ,  

t h e  e f f e c t  o f  t h e  i n t e r - e l e c t r o n i c  C o u lo m b ic  r e p u l s i o n s  t h r o u g h  t h e  

V a r i a t i o n a l  P r i n c i p l e  ( P a u l i n g  a n d  W i l s o n  (  1935) ) ,

I f  t h e  t r i a l  w a v e f u n c t i o n  c h o s e n  t o  r e p r e s e n t  some s t a t e  o f  t h e  

s y s t e m  i s  c o m p l e t e l y  a r b i t r a r y ,  u s e  o f  t h e  v a r i a t i o n a l  p r i n c i p l e  t o  

o b t a i n  t h e  b e s t  e n e r g y  c a n  b e  sh o w n  t o  b e  e q u i v a l e n t  t o  t h e  s t a t e 

m e n t  t h a t  t h e  t r i a l  w a v e f u n c t i o n  a n d  e n e r g y  a r e  t h e  e i g e n f u n c t i o n  

a n d  e i g e n v a l u e ,  r e s p e c t i v e l y ,  o f  t h e  t i m e - i n d e p e n d e n t  S c h r o d i n g e r  

e q u a t i o n .  H o w e v e r ,  w hen  som e r e s t r i c t i o n  i s  p l a c e d  u p o n  t h e  f o r m  

o f  t h e  t r i a l  f u n c t i o n ,  f o r  e x a m p l e ,  t h e  H a r t r e e  a n d  H a r t r e e - F o c k  

w a v e f u n c t i o n s , t h e  v a r i a t i o n a l  p r i n c i p l e  g i v e s  t h e  o p t im u m  f u n c 

t i o n  o f  t h e  p a r t i c u l a r  r e s t r i c t e d  f o r m .  S u c h  a  w a v e f u n c t i o n  w i l l  

g i v e  t h e  b e s t  v a l u e s  o f  t h o s e  p r o p e r t i e s  f o r  w h ic h  i t  h a s  b e e n  o p t i -

miiEed b u t  t h e r e  i s  no  g u a r a n t e e  t h a t  i t  w i l l  g i v e  g o o d  v a l u e s  f o r  

a n y  o t h e r  p r o p e r t i e s  o f  t h e  s y s t e m .
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A b r i e f  d i s c u s s i o n  o f  t h e  d e r i v a t i o n  a n d  u s e  o f  t h e  V a r i a t i o n a l  

T h e o re m  h a s  r e c e n t l y  b e e n  g i v e n  by  S h u l l  < 1 9 7 0 ) ,  B r i e f l y ,  t h e  t h e o 

rem  s t a t e s  t h a t  t h e  a v e r a g e  v a l u e  o f  a  g i v e n  o p e r a t o r ,  a s  c o m p u te d  

f o r  a n  a r b i t r a r y  t r i a l  f u n c t i o n  d e f i n e d  i n  t h e  s p a c e  s p a n n e d  b y  t h e  

e i g e n f u n c t i o n s  o f  t h e  o p e r a t o r ,  i s  a n  u p p e r  b o u n d  t o  i t s  l o w e s t  e i 

g e n v a l u e .  When a p p l i e d  t o  e x c i t e d  s t a t e s ,  c a r e  m u s t  b e  t a k e n  t o  e n 

s u r e  o r t h o g o n a l i t y  b e t w e e n  t h e  t r i a l  f u n c t i o n  r e p r e s e n t i n g  t h e  e x c i 

t e d  s t a t e  a n d  t h e  t r u e  e i g e n f u n c t i o n s  o f  t h e  l o w e r  s t a t e s .  The e x 

p e c t a t i o n  v a l u e  f o r  s u c h  a  t r i a l  f u n c t i o n  t h e n  c o n v e r g e s  f r o m  a b o v e  

t o  t h e  t r u e  e i g e n v a l u e  o f  t h e  s t a t e  b e i n g  i n v e s t i g a t e d  ( L ow din  

( 1 9 5 9 b )  ) .

S h u l l  ( l o c .  c i t .  )  h a s  f u r t h e r  p o i n t e d  o u t  t h a t ,  i n  t h e  a n a l y s i s  

o f  m a n y - e l e c t r o n  s y s t e m s ,  a n y  v a r i a t i o n a l  t r i a l  f u n c t i o n  m u s t  b e  r e 

s t r i c t e d  t o  t h o s e  w h i c h  a r e  a n t i s y m m e t r i c  t o  e x c h a n g e  o f  e l e c t r o n s ,  

u n l e s s  t h e r e  i s  a  p r i o r i  k n o w le d g e  t h a t  t h e  e i g e n v a l u e s  o f  a l l  sym

m e t r i c  f u n c t i o n s  l i e  a b o v e  t h a t  o f  t h e  s t a t e  b e i n g  i n v e s t i g a t e d .

I f  t h i s  i s  n o t  t h e  c a s e ,  t h e  r e s u l t s  o f  t h e  v a r i a t i o n a l  t h e o r e m  may 

n o t  b e  v a l i d .

C o r r e l a t i o n  E f f e c t s .

I n  t h i s  s e c t i o n ,  a  b r i e f  c o n s i d e r a t i o n  o f  t h e  p r o b l e m  o f  c o r r e l a 

t i o n  i s  g i v e n .  G e n e r a l  r e v i e w s  o f  t h i s  p r o b l e m  h a v e  b e e n  g i v e n  b y  

L o w d in  ( 1 9 5 9 b )  a n d  S i n a n o g l u  ( 1 9 6 4 ) ,

The c o r r e l a t i o n  t h e o r y  o f  a t o m s ,  m o l e c u l e s  a n d  s o l i d s  i s  a n  a t 

t e m p t  t o  i n c o r p o r a t e  i n t o  t h e  s t u d y  o f  m a n y - e l e c t r o n  s y s t e m s  some 

t r e a t m e n t  o f  t h e  i n s t a n t a n e o u s  m u t u a l  r e p u l s i o n s  e x p e r i e n c e d  b y  e a c h  

e l e c t r o n  o f  t h e  s y s t e m .  T he c o r r e l a t i o n  e n e r g y ,  d e f i n e d  a s  * t h e  

d i f f e r e n c e  b e t w e e n  t h e  e x a c t  n o n - r e l a t i v i s t i c  a n d  H a r t r e e - F o c k  e n e r 

g i e s  o f  a  m a n y - e l e c t r o n  s y s t e m  * , i s  c o m p a r a b l e  i n  m a g n i t u d e  t o  ma

n y  o f  t h e  e n e r g y  q u a n t i t i e s  o f  i n t e r e s t  ( L o w d in  ( 1959b)  ) •  f o r  e x 

a m p l e ,  e x c i t a t i o n  a n d  d i s s o c i a t i o n  e n e r g i e s .  F o r  t h i s  a n d  o t h e r  

r e a s o n s  m e n t i o n e d  b y  S i n a n o g l u  (  l o c .  c i t .  )  i t  i s  n e c e s s a r y .
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t h e r e f o r e ,  t o  c o n s i d e r  t h e  p r o b l e m  o f  c o r r e l a t i o n  b e t w e e n  e l e c t r o n s .

T he c o n s e q u e n c e  o f  C ou lom b c o r r e l a t i o n  i s  t o  r e n d e r  t h e  o c c u r r e n c e s  

o f  c l o s e  a p p r o a c h  o f  a n y  tw o e l e c t r o n s  o f  t h e  s y s t e m  e n e r g e t i c a l l y  

u n f a v o u r a b l e .  M a t h e m a t i c a l l y ,  t h i s  may b e  e x p r e s s e d  b y  t h e  e q u a t i o n

y  . . y  , * . , ( 1 1 . 7 )
"H -Ti

w h e r e

Qjl, I  i s  t h e  t w o - p a r t i c l e  d e n s i t y  f u n c t i o n  ( e q u a t i o n

( I V , 1 0 ) ;  McWeeny e t ,  a l .  ( 196 9 a)  ) .  E a c h  e l e c t r o n  may t h e n  b e  c o n 

s i d e r e d  a s  b e i n g  s u r r o u n d e d  b y  a  ' Coulom b * h o l e  w i t h  r e s p e c t  t o  

a l l  o t h e r  e l e c t r o n s  o f  t h e  s y s t e m .

S l a t e r  ( 1963b) h a s  p o i n t e d  o u t  t h a t  t h e  a n t i s y m m e t r i c  r e q u i r e m e n t  

o n  t h e  e l e c t r o n i c  w a v e f u n c t i o n  i n t r o d u c e s  som e c o r r e l a t i o n  b e t w e e n  

t h e  m o t i o n s  o f  e l e c t r o n s  w i t h  p a r a l l e l  s p i n s .  T h i s  f o l l o w s  d i r e c t l y  

f r o m  t h e  t w o - p a r t i c l e  d e n s i t y  f u n c t i o n  ( e q u a t i o n  ( I V , 2 7 )  ) :

ttÂvyy Cg, ( ^  5^ )

=  C k C  )

Z i - » - Z x

=  O  ................... ( I I . 8 )

E a c h  e l e c t r o n  i s  t h e r e f o r e  c o n s i d e r e d  t o  b e  s u r r o u n d e d  b y  a  * F e r 

mi ' h o l e  w i t h  r e s p e c t  t o  a l l  o t h e r  e l e c t r o n s  w i t h  p a r a l l e l  s p i n .

As sh o w n  b y  S l a t e r  ( 1963b ,  1 9 6 8 ) ,  t h e  m a in  p r o p e r t y  o f  t h e  F e r m i  

h o l e  i s  t o  e x c l u d e  a l l  t h e  c h a r g e  d e n s i t y  due  t o  e l e c t r o n s  w i t h  

p a r a l l e l  s p i n  f r o m  t h e  r e g i o n  w i t h i n  t h e  h o l e ,  M a s le n  ( 1 9 5 6 )  h a s  

i n v e s t i g a t e d  t h e  s p a t i a l  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  t h e  h o l e  a n d  h a s  show n  

t h a t  i t  e x t e n d s  som e d i s t a n c e  aw ay  f r o m  t h e  a c t u a l  p o s i t i o n  o f  t h e  

e l e c t r o n .

H e n c e ,  t h e  m a in  p r o b l e m  o f  c o r r e l a t i o n  t h e o r y  i s  t o  p r o v i d e  a  b e t 

t e r  d e s c r i p t i o n  o f  t h e  i n s t a n t a n e o u s  e l e c t r o n  r e p u l s i o n  b e t w e e n  t h e  

e l e c t r o n s  o f  o p p o s i t e  s p i n .  T h i s  c a n  i n d e e d  be  q u i t e  s i g n i f i c a n t  i n  

t h e  H a r t r e e - F o c k  f o r m a l i s m  w h e r e  p a i r s  o f  e l e c t r o n s  w i t h  a n t i p a r a l l e l
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s p i n s  o c c u p y  t h e  samo s p a t i a l  o r b i t a l  (  C l o m o n t i  ( 1 9 6 3 ) ) ,

V a r i o u s  m e th o d s  h a v e  b e e n  d e v i s e d  t o  a c c o u n t ,  a t  l e a s t  p a r t i a l l y ,  

f o r  t h e  c o r r e l a t i o n  e f f e c t  (  S i n a n o g l u  ( l o c .  c i t .  ) ;  P a r r  ( 1 9 6 3 ) ;  

S z a s z  ( 1 9 6 8 ) ;  McWeeny e t ,  a l ,  ( 1 9 6 9 b ) ;  P a l k e  e t .  a l ,  ( 1 9 6 9 )  a n d  

P o s h u s t a  e t ,  a l ,  ( 1 9 7 3 ) ,  among o t h e r s  ) ,  The m o s t  s t r a i g h t f o r w a r d  

o f  t h e s e  i s  t h e  M e th o d  o f  C o n f i g u r a t i o n  I n t e r a c t i o n  ( C r a i g  ( 1 9 5 0 )  ) ;  

i t s  m a t h e m a t i c a l  b a c k g r o u n d  i s  t h e  f o l l o w i n g  b a s i c  t h e o r e m  a s  s t a 

t e d  b y  L o w d in  ( 1 9 5 9 b ) :

E v e r y  n o r m a l i z a b l e  a n t i s y m m e t r i c  f u n c t i o n  c a n  b e  e x p r e s s e d  a s  a  

s e r i e s  e x p a n s i o n  o f  S l a t e r  d e t e r m i n a n t a l  f u n c t i o n s  b u i l t  f r o m  a  com

p l e t e  s e t  o f  o n e - e l e c t r o n  f u n c t i o n s .

T h u s ,
oO

^  » , * , , ( 1 1 . 9 )

w h e r e  t h e  s e t *  i  }  o f  S l a t e r  d e t e r m i n a n t s  i s  c o m p l e t e .

I n  p r a c t i c e ,  h o w e v e r ,  s u c h  a  s e r i e s  i s  f o u n d  t o  be  s l o w l y  c o n v e r 

g e n t  (  S l a t e r  ( i 9 6 0 )  ) ,  I n  s p i t e  o f  t h i s ,  u s e  o f  a  t r u n c a t e d  s e r i e s

s t i l l  p r o v i d e s  a  b e t t e r  d e s c r i p t i o n  o f  c o r r e l a t i o n  b e t w e e n  e l e c t r o n s  

( K a ro  e t ,  a l ,  ( 1 9 5 9 ) ;  Das a n d  W ahl ( 1 9 6 6 )  ) a n d  c o n s i d e r a b l e  e f f o r t  

h a s  b e e n  E x p e n d e d  i n  d e t e r m i n i n g  t h e  o p t im u m  s e t  o f  d e t e r m i n a n t a l  

f u n c t i o n s  t o  a f f e c t  t h e  m o s t  r a p i d l y  c o n v e r g e n t  s e r i e s  ( S h u l l  e t ,  

a l ,  ( 1 9 5 9 ) ;  H i n z e  e t ,  a l ,  ( 1 9 6 7 )  ) f o r  i n v e s t i g a t i n g  v a r i o u s  s y s 

te m s  ,

D e t a i l e d  a n a l y s i s  o f  s i m p l e  a to m s  a n d  d i a t o m i c  m o l e c u l e s  s u g g e s t s  

t h a t  c o r r e l a t i o n  e f f e c t s  may b e  d i v i d e d  i n t o  t h r e e  m a in  t y p e s  

(  S l a t e r  ( i 9 6 0 ) :  S h u l l  (  l o c ,  c i t .  ) ) ,  T h e s e  a r e

1 , )  R a d i a l  C o r r e l a t i o n :  t h i s  t e n d s  t o  r e d u c e  t h e  c h a n c e s  o f  t h e

e l e c t r o n s  o f  t h e  s y s t e m  b e i n g  n e a r  t h e  same n u c l e u s  s i m u l t a n e o u s l y ,

2 , )  A n g u l a r  C o r r e l a t i o n :  t h i s  t e n d s  t o  p r o d u c e  some p o l a r i z i n g

e f f e c t  a c r o s s  n o d a l  p l a n e s  o f  t h e  s y s t e m ,

3 , )  * I n - O u t  ' C o r r e l a t i o n :  t h i s  t e n d s  t o  p r o d u c e  some p o l a r i z a t i o n

a c r o s s  n o d a l  s u r f a c e s  o f  t h e  s y s t e m .
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The a b o v e  d i v i s i o n  o f  c o r r e l a t i o n  e f f e c t s  i s  p u r e l y  c o n c e p t u a l ,  

b u t  i s  u s e f u l  w i t h i n  t h e  i n d e p e n d e n t - p a r t i c l e  m o d e l  t r e a t m e n t  o f  

t h i s  c o m p l i c a t e d  m a n y - p a r t i c l e  p h e n o m e n o n .

The V i r i a l  And H e l lm a n n -F e y n m a n  T h e o r e m s ,

T he  V i r i a l  T h e o re m  i s  u s e f u l  b e c a u s e  i t  p r o v i d e s  a  c o n n e c t i o n  b e 

tw e e n  c e r t a i n  c a l c u l a b l e  p r o p e r t i e s  o f  a n y  p h y s i c a l  s y s t e m .  S u c h  

c o n n e c t i o n s  may b e  u s e d  i n  s i m p l i f y i n g  c a l c u l a t i o n s  a n d  c h e c k i n g  

t h e o r e t i c a l  r e s u l t s .  As show n  b y  L ow din  ( 1 9 5 9 a ) ,  t h e  t h e o r e m  i s  v a 

l i d ,  n o t  o n l y  f o r  e x a c t  t r e a t m e n t s  o f  t h e  s y s t e m  b e i n g  i n v e s t i g a t e d ,  

b u t  a l s o  f o r  t h o s e  a p p r o x i m a t i o n s  a s  d e r i v e d  f r o m  t h e  V a r i a t i o n a l  

P r i n c i p l e ,  I t  h o w e v e r  d o e s  n o t  h o l d  f o r  r e s u l t s  d e r i v e d  f r o m  p e r 

t u r b a t i o n  t h e o r y ,  a s  p o i n t e d  o u t  b y  T e l l e r  a n d  S a h l i n  ( 1 9 7 0 ) ,

The m a t h e m a t i c a l  a s p e c t  o f  t h e  t h e o r e m  h a s  b e e n  d i s c u s s e d  i n  g r e a t  

d e t a i l  b y  L ow din  ( 1 9 5 9 a ) ,  who c o n c l u d e d  t h a t  * t h e  f u l f i l l m e n t  o f  

t h e  V i r i a l  T h e o re m  i s  a  n e c e s s a r y  b u t  i n s u f f i c i e n t  c r i t e r i o n  t h a t  a  

w a v e f u n c t i o n  i s  a n  a c c u r a t e  s o l u t i o n  o f  t h e  S c h r o d i n g e r  e q u a t i o n  

c o r r e s p o n d i n g  t o  a  s t a t i o n a r y  s t a t e  * ,

F u r t h e r  d i s c u s s i o n  o f  t h i s  t h e o r e m ,  e s p e c i a l l y  i n  r e l a t i o n  t o  t h e  

m o d e l  H a m i l t o n i a n  u s e d  i n  t h i s  r e s e a r c h  p r o j e c t ,  i s  g i v e n  i n  C h ap 

t e r  V I ,

A n o t h e r  v e r y  u s e f u l  t h e o r e m  i s  d u e  t o  H e l lm a n n  ( 1 9 3 7 )  a n d  Feynm an 

( 1 9 3 9 ) .  T h i s  t h e o r e m ,  w h i c h  c a n  b e  e a s i l y  d e r i v e d  f r o m  t h e  S c h r o 

d i n g e r  e q u a t i o n  ( I I . 5 ) ,  f o r  e x a m p l e ,  c a n  b e  e x p r e s s e d  m a t h e m a t i c a l l y  

b y  t h e  e q u a t i o n

, . . . ( 1 1 . 10 )

w h e r e  yU/ i s  some a r b i t r a r y  p a r a m e t e r

a n d  J  S ^  = 7
T he u s u a l  d e r i v a t i o n  o f  t h e  t h e o r e m  (  L o w d in  ( 1 9 5 9 a ) ;  S h u l l  ( 1 9 7 0 )  ) 

i m p l i e s  t h a t  ^  i s  a n  e x a c t  s o l u t i o n  o f  e q u a t i o n  ( I I , 5 ) ,  R e c e n t l y , .
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h o w e v e r ,  C o u l s o n  ( l o c ,  c i t ,  ) h a s  p o i n t e d  o u t  t h a t  e q u a t i o n  ( I I ,  10)

i s  m ore  g e n e r a l  a n d  a l s o  h o l d s  i f  ^  i s  a n  e x a c t  H a r t r e e - F o c k  

w a v e f u n c t i o n  ( C h a p t e r  IV ) ,  T h i s  f o l l o w s  f r o m  a  g e n e r a l i z a t i o n  o f  

t h e  B r i l l o u i n  t h e o r e m  ( McWeeny e t .  a l .  (  1969c)  )  a n d  t h e  s u b s e 

q u e n t  u s e  o f  t h e  C o m p l e t e n e s s  t h e o r e m  f o r  t h e  s e t  o f  S l a t e r  d e t e r 

m i n a n t s  f o r m e d  f r o m  t h e  H a r t r e e - F o c k  o r b i t a l s  t o  r e p r e s e n t  C

a n d  C ) ,
The H e l lm a n n -F e y n m a n  t h e o r e m  h a s  p r o v e d  v e r y  u s e f u l  i n  t h e  s t u d y  

o f  m o l e c u l a r  s y s t e m s .  T h u s ,  B e r l i n  ( 1 9 5 1 )  h a s  d i s c u s s e d  t h e  n a t u r e  

o f  c h e m i c a l  b o n d i n g  i n  m o l e c u l e s  b y  c o n s i d e r i n g  t h e  c l a s s i c a l  Cou

lom b f o r c e s  a c t i n g  o n  t h e  n u c l e i  o f  t h e  s y s t e m  d u e  t o  t h e  q u a n tu m -  

m e c h a n i c a l  e l e c t r o n  d i s t r i b u t i o n .  O t h e r  e x a m p le s  o f  i t s  u s e  may b e  

f o u n d  i n  t h e  r e v i e w  p a p e r  o f  Deb ( l 9 ? 3 ) .

A v a r i a t i o n  o f  t h i s  t h e o r e m  i s  t h e  I n t e g r a l  H e l lm a n n -F e y n m a n  

t h e o r e m  ( P a r r  ( 1 9 6 5 )  ) .  T h i s  a r t i c l e  may b e  c o n s u l t e d  f o r  r e f e r 

e n c e s  t o  i t s  u s e s .
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CHAPTER I I I .

SYMMETRY AND SERIES EXPANSIONS



2 Y

G e n e r a l  C o n s i d e r a t i o n s  O f S y m m etry  .

Any s y s t e m  o f  r e g u l a r l y  a r r a n g e d  p o i n t s  i n  c o o r d i n a t e  s p a c e  i n  

g e n e r a l  p o s s e s s e s  some d e f i n i t e  sy m m e try  p r o p e r t i e s .  The s y s t e m  

o f  p o i n t s  may b e  t h e  l a t t i c e  s i t e s  o f  a  c r y s t a l  s t r u c t u r e ,  t h e  n u c 

l e a r  o r  i o n i c  p o s i t i o n s  o f  a  p o l y a t o m i c  m o l e c u l e  o r  c l u s t e r ,  o r  

s i m p l y  t h e  p o s i t i o n  o f  a  s i n g l e  a to m  o r  i o n .  F o r  a n y  s u c h  s y s t e m ,  

i t  i s  p o s s i b l e  t o  d e f i n e  a  n u m b e r  o f  s y m m e try  o p e r a t i o n s  w h i c h ,  i f  

p e r f o r m e d  o n  t h e  s y s t e m ,  l e a v e s  i t  a p p a r e n t l y  u n c h a n g e d .  S u c h  

sy m m e try  o p e r a t i o n s  i n c l u d e ,  f o r  e x a m p l e ,  r e f l e c t i o n s ,  i n v e r s i o n s ,  

r o t a t i o n s  a n d  t h e i r  p r o d u c t s ,

Any s e t  o f  s u c h  o p e r a t i o n s ,  s a t i s f y i n g  c e r t a i n  c o n d i t i o n s  a s  

s p e c i f i e d  l a t e r ,  f o r m s  a  m a t h e m a t i c a l  g r o u p  a n d  i t  h a s  becom e n a t 

u r a l  t o  c l a s s i f y  c r y s t a l  s t r u c t u r e s  a n d  t h e  v a r i o u s  i s o m e r s  o f  m o l 

e c u l e s  a n d  c l u s t e r s  b y  t h e  c o r r e s p o n d i n g  a b s t r a c t  m a t h e m a t i c a l  

g r o u p  o f  o p e r a t i o n s  ( H e r z b e r g  ( 1 9 4 5 ) ;  K o s t e r  ( 1 9 5 7 ) ) ,

As may b e  e x p e c t e d ,  t h e  sy m m e try  p r o p e r t i e s  o f  t h e  n u c l e a r  f r a m e 

w o r k  r e s u l t s  i n  c e r t a i n  r e q u i r e m e n t s  u p o n  t h e  e i g e n s t a t e s  o f  t h e  

s y s t e m .  T h i s  e f f e c t  may b e  d e d u c e d  b y  c o n s i d e r i n g  t h e  p r o p e r t i e s  

o f  t h e  S c h r o d i n g e r  e q u a t i o n  f o r  t h e  p a r t i c u l a r  s y s t e m .  T he i n 

v a r i a n c e  o f  t h e  H a m i l t o n i a n  o p e r a t o r  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  s y m m e try  

o p e r a t i o n s  i m p l i e s  t h a t  t h e  S c h r o d i n g e r  e q u a t i o n  p o s s e s s e s  s u c h  i n 

v a r i a n c e .  M o r e o v e r ,  t h e  e i g e n f u n c t i o n s  m u s t  p r o v i d e  a  r e p r e s e n t a 

t i o n  f o r  t h e  g r o u p  o f  sy m m e try  o p e r a t i o n s .  As w i l l  b e  sh o w n  l a t e r ,  

t h e  e i g e n s t a t e s  b e l o n g i n g  t o  a  g i v e n  e i g e n v a l u e  f o r m  b a s e s  f o r  t h e  

v a r i o u s  i r r e d u c i b l e  r e p r e s e n t a t i o n s  o f  t h e  p a r t i c u l a r  s y m m e try  

g r o u p .  T h u s ,  t h e  s t a t e s  o f  t h e  s y s t e m  may b e  c l a s s i f i e d  b y  t h e  

p a r t i c u l a r  i r r e d u c i b l e  r e p r e s e n t a t i o n s  f o r  w h i c h  t h e y  p r o v i d e  b a s e s .  

I t  i s  v e r y  c o n v e n i e n t  t o  h a v e  a  m a t r i x  r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  

g r o u p  o f  s y m m e t ry  o p e r a t i o n s ,  i n  w h ic h  e a c h  o p e r a t i o n  i s  r e p r e s e n 

t e d  b y  a  m a t r i x .
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S u c h  a  r e p r e s e n t a t i o n  i s  s a i d  t o  b e  ' f a i t h f u l  ’ i f  t h e  s e t  o f  

m a t r i c e s  i s  i s o m o r p h i c  t o  t h e  s e t  o f  sy m m e try  o p e r a t i o n s ;  t h a t  i s ,  

t h e r e  i s  a  o n e - t o - o n e  c o r r e s p o n d e n c e  b e t w e e n  t h e  e l e m e n t s  o f  e a c h  

s e t  a n d ,  m o r e o v e r ,  t h e  m a t r i x  r e p r e s e n t a t i o n  o f  a n y  '  p r o d u c t  ' o f  

tw o ,  o r  m o re ,  s y m m e try  o p e r a t i o n s  i s  i d e n t i c a l  t o  t h e  m a t r i x  p r o d u c t  

o f  t h e  r e p r e s e n t a t i o n s  o f  t h e  i n d i v i d u a l  o p e r a t i o n s .

T h e r e  i s  a lw a y s  a n  i n f i n i t y  o f  s u c h  r e p r e s e n t a t i o n s ,  a l l  o f  w h i c h  

a r e  i n t e r - r e l a t e d  b y  s i m i l a r i t y  t r a n s f o r m a t i o n s .  R e p r e s e n t a t i o n s  

r e l a t e d  i n  s u c h  a  m a n n e r  a r e  t e r m e d  E q u i v a l e n t .

H o w e v e r ,  t h e r e  u s u a l l y  e x i s t s  some s i m i l a r i t y  t r a n s f o r m a t i o n  

w h ic h  e x p r e s s e s  some g e n e r a l  r e p r e s e n t a t i o n  a s  a  d i r e c t  sum o f  

r e p r e s e n t a t i o n s  o f  s m a l l e r  d i m e n s i o n a l i t i e s ,  (  T he  d i m e n s i o n a l i t y  

o f  a  g i v e n  r e p r e s e n t a t i o n  i s  d e f i n e d  a s  t h e  d i m e n s i o n a l i t y  o f  t h e  

m a t r i c e s  p r o v i d i n g  t h e  r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  s y m m e try  g r o u p .  ) 

C o n s e q u e n t l y ,  i t  i s  o n l y  n e c e s s a r y  t o  c o n s i d e r  t h o s e  r e p r e s e n t a t i o n s  

w h ic h  c a n n o t  b e  r e d u c e d  i n  t h i s  m a n n e r ;  s u c h  r e p r e s e n t a t i o n s  a r e  

t e r m e d  I r r e d u c i b l e .  I r r e d u c i b l e  r e p r e s e n t a t i o n s  y e t  r e m a i n  a r b i 

t r a r y  w i t h  r e s p e c t  t o  s i m i l a r i t y  t r a n s f o r m a t i o n s ,  a s  d e s c r i b e d  

a b o v e .

I t  h a s  becom e u s u a l  t o  c h o o s e  a l l  i r r e d u c i b l e  r e p r e s e n t a t i o n s  

a s  u n i t a r y ,  s i n c e  t h e  p r o p e r t i e s  o f  s u c h  m a t r i c e s  r e s u l t  i n  c o n 

s i d e r a b l e  m a t h e m a t i c a l  s i m p l i f i c a t i o n  i n  t h e  t h e o r y  o f  r e p r e s e n t a 

t i o n s  ,

I n  g e n e r a l ,  a p p r o x i m a t e  w a v e f u n c t i o n s  o f  m a n y - p a r t i c l e  s y s t e m s  

a r e  e x p r e s s e d  a s  p r o d u c t s  o f  t h e  o r b i t a l s  o f  t h e  p a r t i c l e s  o f  t h e  

s y s t e m .  E a c h  o r b i t a l  may b e  c h o s e n  t o  h a v e  a  d e f i n i t e  s y m m e try  

c o m p a t i b l e  w i t h  t h e  n u c l e a r  c o n f i g u r a t i o n  a n d  t h u s  t h e  p r o d u c t  

w a v e f u n c t i o n  h a s  t h e  sy m m e try  d e t e r m i n e d  by  t h e  d i r e c t - p r o d u c t  o f  

t h e  sy m m e try  t y p e s  o f  t h e  i n d i v i d u a l  o r b i t a l s * .  S u c h  a  p r o d u c t

* T h e s e  o r b i t a l s  a r e  g e n e r a l l y  d e t e r m i n e d  b y  a  v a r i a t i o n a l  p r o c e 

d u r e  ( C h a p t e r  IV  ) a n d  s a t i s f y  a n  e q u a t i o n  o f  t h e  f o r m
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w i l l  n o t  i n  g e n e r a l  p o s s e s s  a  d e f i n i t e  s p a t i a l  s y m m e try  b u t  i t  i s  

q u i t e  a  s t r a i g h t f o r w a r d  p r o c e d u r e  t o  p r o j e c t  i t s  c o m p o n e n t  o f  

s y m m e t r y - a d a p t e d  f u n c t i o n s  f r o m  i t .

One o f  t h e  m o s t  v a l u a b l e  a p p l i c a t i o n s  o f  t h e  t h e o r y  o f  g r o u p s  i s  

t o  t h e  a p p r o x i m a t e  s o l u t i o n s  o f  S c h r o d i n g e r  e q u a t i o n  a n d  c e r t a i n  

f o r m s  o f  t h e  H a r t r e e - F o c k  e q u a t i o n s  ( C h a p t e r  IV  ) :

^ ^ 2 : ' )   ( 1 1 1 , 1 )

The b a s i c  i d e a  i s  t o  e x p a n d  t h e  e i g e n f u n c t i o n s  o f  t h e  a b o v e  e q u a 

t i o n  i n  t e r m s  o f  a  c o m p l e t e  s e t  o f  know n f u n c t i o n s .  S i n c e ,  h o w e v e r ,  

s u c h  s e t s  a r e  i n  f a c t  i n f i n i t e ,  a  t r u n c a t e d  s e t  i s  a c t u a l l y  u s e d .  

T h u s ,

AT

^ ( r ) ........................................................................................... ( I I I . 2 )

w h e r e  J  a r e  e x p a n s i o n  c o e f f i c i e n t s  t o  b e  d e t e r m i n e d  a n d  ^

d e n o t e s  t h e  s i z e  o f  t h e  s e t  o f  known f u n c t i o n s ,  ^ .

I n s e r t i n g  e q u a t i o n  ( I I I , 2 )  i n t o  e q u a t i o n  ( I I I , l )  g i v e s ,  a f t e r

■K
p r e - m u l t i p l i c a t i o n  b y  a n d  i n t e g r a t i o n

N

=  0  ................... ( I I I . 3 )

(  ^  ^  — / /  ^

= S  p(.z') Mr) ̂ ^r)w h e r e

a n d

E q u a t i o n  ( I I I , 3 ) h a s  n o n - t r i v i a l  s o l u t i o n s  p r o v i d e d  t h a t  t h e  

f o l l o w i n g  e q u a t i o n  ( s e c u l a r  e q u a t i o n  ) i s  s a t i s f i e d ;

I n  g e n e r a l ,  t h e  o p e r a t o r ,  ^  , i s  i n v a r i a n t  w i t h  r e s p e c t  t o  a l l  
t h e  s y m m e try  o p e r a t i o n s  o f  t h e  s y s t e m  a n d ,  t h e r e f o r e ,  t h e  o r b i t a l s ,
^  , w i l l  p o s s e s s  t h e  p r o p e r t i e s  o f  t h e  t r u e  e i g e n s t a t e s  o f  t h e

s y s t e m ,  a s  m e n t i o n e d  a b o v e .  E x c e p t i o n a l  c a s e s  a r e  g e n e r a l l y  t r e a t e d  
i n  some a p p r o x i m a t e  m a n n e r  w h ic h  r e s u l t s  i n  t h e  o r b i t a l s  h a v i n g  t h e  
a b o v e - m e n t i o n e d  p r o p e r t i e s  ( s e e  McWeeny e t .  a l .  ( 1 9 6 9 a ) ) .
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d e t  = 0  . . . . ( I I I . 4 )

T he  N  r o o t s  o f  t h e  s e c u l a r  e q u a t i o n  d e t e r m i n e  a p p r o x i m a t i o n s  

t o  t h e  l o w e s t  N  e i g e n v a l u e s  o f  t h e  s y s t e m  s p e c i f i e d  b y  e q u a 

t i o n  ( I I I . l ) .  F o r  e a c h  v a l u e  o f  , t h e  s e t  o f  l i n e a r  s i m u l t a n 

e o u s  e q u a t i o n s  ( i l l . 3 ) i s  s o l v e d  f o r  t h e  c o e f f i c i e n t s  a n d  t h e

c o r r e s p o n d i n g  a p p r o x i m a t e  e i g e n f u n c t i o n  d e t e r m i n e d  f r o m  e q u a t i o n  

( I I 1 . 2 ) .  As N  i s  i n c r e a s e d ,  t h e  e i g e n v a l u e s  c o n v e r g e  f r o m  a b o v e  

t o  t h e  a c t u a l  v a l u e s  f o r  t h e  s y s t e m .

T h e  n u m e r i c a l  w o rk  i n v o l v e d  i n  d e t e r m i n i n g  t h e  s o l u t i o n s  o f  t h e  

s e c u l a r  e q u a t i o n  may b e  c o n s i d e r a b l y  r e d u c e d  i f  t h e  s e t  o f  f u n c t i o n s ,  

t a r e  c h o s e n  t o  b e  b a s i s  f u n c t i o n s  f o r  i r r e d u c i b l e  r e p r e s e n t a 

t i o n s  o f  t h e  g r o u p  o f  o p e r a t i o n s  l e a v i n g  t h e  o p e r a t o r ,  , o f

e q u a t i o n  ( I I I . l )  i n v a r i a n t .  S u c h  b a s i s  f u n c t i o n s  c a n  b e  o b t a i n e d  

f r o m  a n y  g e n e r a l  f u n c t i o n  b y  t h e  u s e  o f  t h e  p r o j e c t i o n - o p e r a t o r  t e c h 

n i q u e ,  a s  d e s c r i b e d  l a t e r .

T he  f u n c t i o n s ,  , a r e  now s p e c i f i e d  b y  t h r e e  i n d i c e s :

w h e r e  t r a n s f o r m s  a s  t h e  m - t h  row  o f  t h e  p - t h  i r r e d u c i b l e

r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  g r o u p ;  t h e  i n d e x  j  d i s t i n g u i s h e s  t h e  d i f f e r e n t  

s e t s  o f  b a s i s  f u n c t i o n s  h a v i n g  t h i s  p a r t i c u l a r  s y m m e t r y .

T h u s ,  e q u a t i o n s  ( I I I . 2 )  a n d  ( I I I . 4 ) becom e

^{-2T )  — C—.) . . . . . ( I l l , 5 )

d o t = O ...................( I I I . 6 )

« h e r e  ^  ^

»  y  ( - )  C - )

As w i l l  b e  show n l a t e r  ( e q u a t i o n s  ( i l l . 2 6 )  a n d  ( i l l . 2 7 ) ) ,
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—

and ( I I I . 7)

A v : = V / ^ )  %

"4*
% w

'%«/

w h e r e  i s  t h e  d i m e n s i o n a l i t y  o f  t h e  p - t h  i r r e d u c i b l e  r e p r e 

s e n t a t i o n ;  i s  t h e  K r o n e c k e r - d e l t a  s y m b o l .

T h u s ,  t h e  s e c u l a r  e q u a t i o n  t a k e s  t h e  ' b l o c k  f o r m  * o f  e q u a t i o n  

( I I I . 8 ) b e l o w .

0

0
I
I

I X

= o ( I I I . 8 )

o r

w i t h

d e t  = O ................... ( I I I . 9 )

C  ̂̂ ^

T h i s  i s  a  m a t r i x  i n v o l v i n g  o n l y  t h e  b a s i s  f u n c t i o n s  c o r r e s p o n d i n g  

t o  t h e  m - th  row  o f  t h e  p - t h  i r r e d u c i b l e  r e p r e s e n t a t i o n .  F u r t h e r 

m o r e ,  t h e  e l e m e n t s  o f  t h e  m a t r i x  a r e  i n d e p e n d e n t  o f  m ( e q u a t i o n  

( I I I . 7 ) )  a n d  t h u s

7 y  =  x O  ^  ^  =  ss  C ^  =  — — — ^ ,)

.................... ( I I I .  10)

I t  i s ,  t h e r e f o r e ,  o n l y  n e c e s s a r y  t o  c o n s i d e r  o n e  s e c u l a r  e q u a t i o n

f o r  e a c h  i r r e d u c i b l e  r e p r e s e n t a t i o n ,  e a c h  o f  t h e  r e s u l t i n g  e i g e n 

v a l u e s  b e i n g  - f o l d  d e g e n e r a t e .

As t h e  d i m e n s i o n s  o f  j |  ̂ ^  —  -  ) a r e

u s u a l l y  s m a l l e r  t h a n  t h o s e  o f  e q u a t i o n  ( I I I . 4 ) ,  c o n s i d e r a b l y  l e s s
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n u m e r i c a l  w o rk  i s  n e e d e d  t o  c o m p u te  t h e  a p p r o x i m a t e  e i g e n v a l u e s  o f  

t h e  s y s t e m , •

By t h e  t h e o r y  o f  l i n e a r  s i m u l t a n e o u s  e q u a t i o n s  ( S l a t e r  ( 1 9 6 3 a )  ) ,  

t h e  e i g e n f u n c t i o n s  o f  t h e  s y s t e m ,  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  e i g e n v a l u e s  

d e t e r m i n e d  f r o m  e q u a t i o n  ( I I I , 9 ) ,  a r e  g i v e n  b y

=  X .  c l , ................... ( I I I . 1 1 )

w h e r e  t h e  e x p a n s i o n  c o e f f i c i e n t s ,  , a r e  d e t e r m i n e d  b y  t h e

s i m u l t a n e o u s  e q u a t i o n s ;

Æ  ^  = 0   ( 1 1 1 , 1 2 )

(   ^

T he s e t  o f  f u n c t i o n s   ^  ) f o r m s  a  b a s i s

f o r  t h e  p - t h  i r r e d u c i b l e  r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  g r o u p  o f  s y m m e try  

o p e r a t i o n s .  T h i s  c o n f i r m s  t h e  s t a t e m e n t  made e a r l i e r  c o n c e r n i n g  

t h e  p r o p e r t i e s  o f  t h e  e i g e n s t a t e s  o f  t h e  s y s t e m  a s  a  r e s u l t  o f  t h e  

s p a t i a l  s y m m e try  o f  i t s  n u c l e a r  c o n f i g u r a t i o n .

G ro u p  T h e o r y   ( F i n i t e  G r o u p s . )

T he f o l l o w i n g  s e c t i o n s  g i v e  a  b r i e f  r e v i e w  o f  t h e  t h e o r y  o f  

g r o u p s .  O n ly  t h o s e  a s p e c t s  o f  t h e  t h e o r y  w h i c h  s p e c i f i c a l l y  r e l a t e  

t o  t h e  f o r e g o i n g  s t a t e m e n t s  a r e  g i v e n .  More e x h a u s t i v e  a c c o u n t s  

a r e  g i v e n  i n  t h e  w o rk s  o f  S l a t e r  ( 1 963b )  a n d  C o r n w e l l  ( 1 9 6 9 ) ,  

among o t h e r s .

D e f i n i t i o n  Of A G r o u p .

A g r o u p  i s  a  s e t  o f  d i s t i n c t  e l e m e n t s  f o r  w h i c h  a n  o p e r a t i o n  o f  

c o m b i n i n g  i s  d e f i n e d ,  a n d  w h ic h  h a s  t h e  f o l l o w i n g  p r o p e r t i e s :
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1 . )  T he * p r o d u c t  ’ o f  tw o e l e m e n t s  o f  t h e  g r o u p  i s  i t s e l f  a n  

e l e m e n t  o f  t h e  g r o u p .  ( T he c o l l e c t i o n  o f  r u l e s  d e f i n i n g  t h e

p r o d u c t s  o f  a n y  tw o e l e m e n t s  i s  c a l l e d  t h e  M u l t i p l i c a t i o n  T a b l e  o f  

t h e  g r o u p ;  t h a t  i s ,  t h e  o p e r a t i o n  o f  c o m b i n i n g  i n  t h i s  c a s e  i s  d e 

f i n e d  a s  ’ m u l t i p l i c a t i o n  ' .  )

2 . )  F o r  a n y  t h r e e  e l e m e n t s ,  A ,B  a n d  C o f  t h e  g r o u p ,  t h e  A s s o c i a t i v e  

Law:

(AB)C = A(BC) = ABC

m u s t  b e  o b e y e d .

3 . )  The g r o u p  m u s t  c o n t a i n  a n  e l e m e n t ,  E ,  c a l l e d  t h e  I d e n t i t y ,  

s u c h  t h a t  f o r  a n y  e l e m e n t  A o f  t h e  g r o u p ,

AE = EA = A .

4 . )  F o r  e v e r y  e l e m e n t  A o f  t h e  g r o u p ,  t h e r e  e x i s t s  a n  e l e m e n t  d e 

n o t e d  b y  A~* , a n d  c a l l e d  t h e  i n v e r s e  o f  A, t h a t  i s  a l s o  a  mem

b e r  o f  t h e  g r o u p  a n d  s a t i s f i e s  t h e  e q u a t i o n

A A — AA — E •

T he n u m b er  o f  e l e m e n t s  o f  t h e  g r o u p  i s  d e f i n e d  a s  t h e  o r d e r  o f  

t h e  g r o u p .  I n  g e n e r a l ,  t h e  e l e m e n t s  o f  a  g r o u p  do n o t  com m ute  w i t h  

e a c h  o t h e r ;  t h a t  i s ,

AB ^  BA ,

w h e r e  A a n d  B a r e  a n y  tw o  e l e m e n t s  

o f  t h e  g r o u p .  I n  t h e  p a r t i c u l a r  c a s e  w hen  t h e  C o m m u ta t io n  R u le  

d o e s  h o l d ,  t h e  g r o u p  i s  s a i d  t o  b e  A b e l i a n .

An i m p o r t a n t  p r o p e r t y  o f  a n y  g r o u p  i s  t h e  e x i s t e n c e  o f  C l a s s e s  o f  

e l e m e n t s .

D e f i n i t i o n  Of A C l a s s .

A c l a s s  i s  d e f i n e d  a s  a  s e t  o f  m u t u a l l y  c o n j u g a t e  e l e m e n t s  o f  t h e  

g r o u p ,  A g r o u p  e l e m e n t  A i s  s a i d  t o  be  m u t u a l l y  c o n j u g a t e  t o  a n

o t h e r  e l e m e n t  B i f  t h e r e  e x i s t s  a  t h i r d  g r o u p  e l e m e n t  X s u c h  t h a t

B = XAX"*
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G e n e r a l  P r o p e r t i e s  Of R e p r e s e n t a t i o n s .

A g r o u p  o f  s q u a r e  1 x 1  m a t r i c e s ,  w i t h  m a t r i x  m u l t i p l i c a t i o n  a s  

t h e  g r o u p  o p e r a t i o n ,  i s  s a i d  t o  f o r m  a n  1 - d i m e n s i o n a l  m a t r i x  r e p r e 

s e n t a t i o n  o f  t h e  g r o u p ,  G, o f  e l e m e n t s  i f ,  t o  e a c h  e l e m e n t  A o f  G, 

t h e r e  c o r r e s p o n d s  a  s q u a r e  m a t r i x ,  M ( a ) ,  f r o m  t h e  g r o u p  o f  s q u a r e  

m a t r i c e s  a n d

M(A)M(B) = M(AB)

f o r  e v e r y  A a n d  B o f  G.

I f  ^  i s  a n y  n o n - s i n g u l a r  1 x 1  m a t r i x ,  t h e  s e t  o f  m a t r i c e s  M(a ) 

d e f i n e d  f o r  e a c h  A o f  G b y

M(A) = S“ ' M(A)S ................... ( I I I .  13 )

a l s o  f o r m s  a n  1 - d i m e n s i o n a l  m a t r i x  r e p r e s e n t a t i o n  o f  G , T h i s  f o l 

lo w s  b e c a u s e  f o r  a n y  A a n d  B o f  G

M(A)M(B) = S~* M(A)SS"* M(B)S = s ”' M(A)M(B)s

=  §7* M(AB)S =  % A B )  ( 1 1 1 , 1 4 )

T he  tw o  r e p r e s e n t a t i o n s  M a n d  M a r e  r e l a t e d  b y  t h e  s i m i l a r i t y  t r a n s  

f o r m a t i o n  o f  e q u a t i o n  ( I I I . 13 ) a n d  a r e  t h e r e f o r e  E q u i v a l e n t ,

T he s i m i l a r i t y  t r a n s f o r m a t i o n  may b e  s u c h  t h a t  M(a ) t a k e s  t h e  

* b l o c k  f o r m  * ;

( I I I . 15)

f o r  e a c h  e l e m e n t  A o f  t h e  g r o u p  G , M^(a ) i s  a  s q u a r e  l ^ x  l ^ m a t r i x  

(lf< 1).

E m p lo y in g  t h e  m u l t i p l i c a t i o n  p r o p e r t y  o f  p a r t i t i o n e d  m a t r i c e s ,  

i t  f o l l o w s  t h a t  f o r  a n y  A a n d  B o f  G,

o
^  0

:= / ÿ  ( u s i n g  e q u a t i o n  ( I I I . 14 )
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0

ù  : H * C a ô )
, f r o m  e q u a t i o n  ( I I I . 15)

.................... ( I I I .  16)

T h u s ,

M^(AB) = (A )M ^ (B ) ,  e t c . ,

a n d  t h e  g r o u p  o f  m a t r i c e s , 

fo r m s  a  r e p r e s e n t a t i o n  f o r  t h e  g r o u p ,  G , The r e p r e s e n t a t i o n  

M i s  t h e n  s a i d  t o  b e  R e d u c i b l e  i n t o  t h e  d i r e c t  sum o f  t h e  r e p r e 

s e n t a t i o n s  a n d

m" = ^  .

T h e r e  a r e  some v e r y  i m p o r t a n t  t h e o r e m s  w h i c h  h e l p  t o  d e d u c e  t h e  

n u m b e r  a n d  d i m e n s i o n a l i t i e s  o f  t h e  n o n - e q u i v a l e n t  i r r e d u c i b l e  

r e p r e s e n t a t i o n s  o f  a  g i v e n  g r o u p  f r o m  a n y  g e n e r a l  r e d u c i b l e  r e p r e 

s e n t a t i o n  f o r  t h e  g r o u p .  T h e s e  t h e o r e m s  a r e  a s  f o l l o w s :

1 . )  T he n u m b er  o f  n o n - e q u i v a l e n t  i r r e d u c i b l e  r e p r e s e n t a t i o n s *  

i s  e q u a l  t o  t h e  n u m b e r  o f  c l a s s e s  o f  t h e  g r o u p .

2 . )  T he  sum o f  t h e  s q u a r e s  o f  t h e  d i m e n s i o n s  o f  t h e  i r r e d u c i b l e  

r e p r e s e n t a t i o n s  e q u a l s  t h e  o r d e r  o f  t h e  g r o u p .

3 ' )  ^  ss

^   ( I I I .  17)

w h e r e  ^  i s  t h e  o r d e r  o f  t h e  g r o u p .

D e f i n i n g  t h e  c h a r a c t e r  o f  t h e  g r o u p  e l e m e n t ,  A, i n  t h e  p - t h  

i r r e d u c i b l e  r e p r e s e n t a t i o n  b y  t h e  e q u a t i o n

4

X ^ C ^ ) =  > 2   ( I I I . 18)

* H e r e a f t e r ,  r e d u c i b l e  r e p r e s e n t a t i o n s  a r e  d e n o t e d  b y  ^  t h e  
p - t h  i r r e d u c i b l e  r e p r e s e n t a t i o n  i s  d e n o t e d  b y  T h e i r  a s s o c i a t e d
p r o p e r t i e s  a r e  d e n o t e d  i n  a  s i m i l a r  m a n n e r .
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a n d  sum m ing  e q u a t i o n  ( i l l ,  17) o v e r  t h e  i n d i c e s  a n d

^  ^  t ^  ^  ^ , X/ , ----------^  ) g i v e s

Z  x ^ ( A )  =  ( 1 1 1 , 1 9 )
A

E q u a t i o n  ( I I I . 19) p r o v i d e s  a  u s e f u l  m e th o d  f o r  i n v e s t i g a t i n g  r e 

d u c i b l e  r e p r e s e n t a t i o n s .  S i n c e  t h e  c h a r a c t e r  o f  a n y  g r o u p  e l e m e n t  

i s  i n v a r i a n t  u n d e r  a n y  s i m i l a r i t y  t r a n s f o r m a t i o n ,  t h e  c h a r a c t e r  o f  

t h e  r e d u c i b l e  r e p r e s e n t a t i o n  m u s t  e q u a l  t h e  sum  o f  t h e  c h a r a c t e r s  

o f  t h e  i r r e d u c i b l e  r e p r e s e n t a t i o n s  a p p e a r i n g  i n  t h e  r e d u c t i o n  o f  

T h u s ,

X ( A )  =  Z  ^  X T ( A )

o r

=  Æ  X ( A ^ % ( A )   ( 1 1 1 , 2 0 )

f o r  a n y  g r o u p  e l e m e n t .  A; i s  t h e  n u m b er  o f  t i m e s  t h a t  t h e

A
i r r e d u c i b l e  r e p r e s e n t a t i o n ,  o c c u r s  i n  t h e  r e d u c t i o n  o f  M,

B a s i s  F u n c t i o n s ,

C o n s i d e r  a  s e t  o f  l i n e a r l y  i n d e p e n d e n t  f u n c t i o n s ,  =

j ^ A - - - ^ ) ,  s u c h  t h a t

4

=  Z  ................... ( I I I . 2 1 )
X- 7  c

f o r  e a c h  e l e m e n t  o f  t h e  g r o u p ,  G . T h e n  t h e  f u n c t i o n s ,  t

a r e  s a i d  t o  be  p a r t n e r s  i n  a  s e t  o f  b a s i s  f u n c t i o n s  f o r  t h e  p - t h  

i r r e d u c i b l e  r e p r e s e n t a t i o n ,  M^. The f u n c t i o n ,  s a i d  t o

t r a n s f o r m  a s  t h e  j ^ - t h  ro w  o f  t h e  r e p r e s e n t a t i o n .

The s e t  o f  l i n e a r l y  i n d e p e n d e n t  f u n c t i o n s ,  j, }  , d e f i n e d  by

t h e  e q u a t i o n  ( X  = A  ^  )

^  °  ^  .....................( I I I . 2 2 )
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Axp p
f o r m s  a  b a s i s  o f  a  r e p r e s e n t a t i o n ,  M , t h a t  i s  e q u i v a l e n t  t o  M, 

s i n c e

................a n .2 3 )

T h u s ,  s i m i l a r i t y  t r a n s f o r m a t i o n s  a r e  i n d u c e d  b y  t h e  r e a r r a n g e m e n t  

o f  t h e  b a s i s  f u n c t i o n s .

T h e r e  i s  a n  i n f i n i t e  n u m b e r  o f  s e t s  o f  b a s i s  f u n c t i o n s  w h i c h  a r e  

n o t  r e l a t e d  b y  t r a n s f o r m a t i o n s  o f  t h e  f o r m  g i v e n  i n  e q u a t i o n  ( I I I . 2 2 ) .  

T he  d i f f e r e n t  s e t s  a r e  s p e c i f i e d  b y  t h e  i n d e x ,  ,

T h e o re m  .

T he  s e t  o f  f u n c t i o n s ,   4  )* w i l l  f o r m  a  s e t  o f

b a s i s  f u n c t i o n s  f o r  t h e  u n i t a r y  i r r e d u c i b l e  r e p r e s e n t a t i o n ,  M^, 

w h e r e

P e r )  =  %  F ( A )   ( 1 1 1 . 2 4 )
A

P (A )  i s  t h e  f u n c t i o n  o p e r a t o r  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  e l e m e n t .  A, o f  t h e  

g r o u p  G, ^ r )  i s  a n y  a r b i t r a r y  f u n c t i o n  ( s e e  e q u a t i o n  ( i l l , 2 9 ) ) ,  

T h u s ,  t h e  p r o j e c t i o n  o p e r a t o r

^   ( 1 1 1 , 2 5 )

p r o v i d e s  a  p o w e r f u l  t o o l  f o r  s e t t i n g  u p  f u n c t i o n s  o f  d e f i n i t e  sym 

m e t r y  f r o m  a n  a r b i t r a r y  f u n c t i o n ,  *=f(z)  ̂ p r o v i d e d  t h a t  t h e  m a t r i x

e l e m e n t s  o f  t h e  r e p r e s e n t a t i o n  a r e  know n. T he m a t r i x  e l e m e n t s  may 

b e  d e t e r m i n e d  by  t h e  m e th o d  d e s c r i b e d  b y  C o r n w e l l  ( l o c .  c i t .  ) ,

One o f  t h e  m o s t  u s e f u l  p r o p e r t i e s  o f  t h e  b a s i s  f u n c t i o n s  o f  u n i 

t a r y  i r r e d u c i b l e  r e p r e s e n t a t i o n s  i s  e x p r e s s e d  b y  t h e  f o l l o w i n g :

............... ( I I I . 26)
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a n d  a r e  a s s u m e d  n o n - e q u i v a l e n t  i f  P 7̂  ̂ q  b u t  a r e  i d e n t i c a l  

i f  p  S3 q , i s  a n y  o p e r a t o r  w h i c h  com m utes w i t h  a l l  t h e  e l e 

m e n ts  o f  t h e  g r o u p ,  G, f o r  w h i c h  f o r m s  t h e  p - t h  i r r e d u c i b l e  r e p 

r e s e n t a t i o n ,  The i n t e g r a t i o n  i s  p e r f o r m e d  o v e r  a l l  s p a c e .

T h i s  i m p o r t a n t  p r o p e r t y  f o l l o w s  s i n c e

'?C) M r)  Cr) é r

=  < r ' JE2 jT Z U r )  [  m  f ^ ^ ) ]  é -

= f  %  X . C A ) Z  Z  JÿCtMt)sti -Ir
y A  '  er TfO' 7f

( u s i n g  e q u a t i o n  ( I I I . 2 0 )

=  4  '  X  /  M X )  ( Ï )  ë x

( u s i n g  e q u a t i o n  ( i l l . 1 7 ) )

...................( I I I . 2 7 )

w h e r e  t h e  f i r s t  e q u a l i t y  h o l d s  b e c a u s e  P ( A ) ^ ^ ( Z )  a n d

a r e  d e f i n e d  t o  h a v e  t h e  sam e v a l u e s  a t  t h e  sam e p o i n t s  i n  s p a c e ,

a s  e x p l a i n e d  b e l o w .

S y m m etry  And T he S c h r o d i n g e r  E q u a t i o n .

C o n s i d e r  some s c a l a r  q u a n t i t y  t o  b e  r e p r e s e n t e d  b y  t h e  f u n c t i o n ,  

< ^ C r )  , i n  some c o o r d i n a t e  f r a m e  o f  r e f e r e n c e .  I n  a n o t h e r  f r a m e

o f  r e f e r e n c e ,  o b t a i n e d  b y  t h e  t r a n s f o r m a t i o n

s= X  , .............. ( I I I . 28)

t h e  sam e q u a n t i t y  w i l l  be  r e p r e s e n t e d  b y  a  d i f f e r e n t  f u n c t i o n ,  

d e n o t e d  b y  P ( a )  , s u c h  t h a t

f { A )  =r .............. ( I I I . 29)

r  a n d  r ^  a r e  t h e  p o s i t i o n  v e c t o r s  o f  t h e  sam e p o i n t  r e l a t i v e  t o  t h e  

tw o c o o r d i n a t e  f r a m e s ;  t h e  r e l a t i o n s h i p  o f  e q u a t i o n  (111,29) m u s t  

h o l d  f o r  e v e r y  p o i n t  i n  s p a c e ,  P (A )  i s  c a l l e d  t h e  f u n c t i o n  o p e r a 

t o r  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  t r a n s f o r m a t i o n .  A, w h ic h  i s  r e p r e s e n t e d
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b y  t h e  m a t r i x ,  M ( a ) .  F u r t h e r m o r e ,  i t  c a n  be  show n t h a t ,  i f  t h e  s e t  

o f  t r a n s f o r m a t i o n s  { A J f o r m s  a  g r o u p ,  G, t h e  s e t  o f  a s s o c i a t e d  

f u n c t i o n  o p e r a t o r s  a l s o  f o r m s  a  g r o u p  w h i c h  i s  i s o m o r p h i c  t o  G , 

E q u a t i o n  ( i l l , 2 9 )  c a n  be  w r i t t e n  i n  t h e  e q u i v a l e n t  f o r m :

f K A ) < 4 ’ t r ' )  =  < f  i  x ' )   ( I I I . 3 0 )

a n d  t h i s  e q u a t i o n  may b e  u s e d  a s  t h e  d e f i n i t i o n  o f  t h e  f u n c t i o n ,

p ( a ) .

C o n s i d e r  t h e  e i g e n v a l u e  e q u a t i o n

 ( I I I . 31)

U n d e r  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  o f  e q u a t i o n  ( I I I . 2 8 ) ,  t h i s  beco m es

PiA) j  = fV F(A)

o r
A  (  P M p i P )  =  U  f ( S )

 ̂  ( 1 1 1 . 3 2 )

w h e r e  e q u a t i o n s  ( 1 1 1 , 2 9 )  a n d  ( I I I  , 3 0 ) h a v e  b e e n  u s e d .

I f  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  i s  s u c h  t h a t

K ( A )  V ' )  , ...................( I I I . 3 3 )

e q u a t i o n  ( 1 1 1 , 3 2 ) t h e n  becom es

M r ) [ p ( A ) ^ T ) }  = 'hf I   <1 1 1 .3 4 )

T h i s  show s t h a t  P ( A ) i s  a l s o  an  e i g e n f u n c t i o n  o f  e q u a t i o n  

( 1 1 1 , 3 1 ) w i t h  t h e  sam e e i g e n v a l u e , W ,  T h u s ,  i f  W i s  a n  1 - f o l d

d e g e n e r a t e  e i g e n v a l u e  w i t h  e i g e n f u n c t i o n s   4  ) ^

P (A ) ^ ; , J Ü r )  c a n  b e  e x p r e s s e d  i n  t h e  f o r m
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P ( A ) ^ i r )  =   ( i  1 1 . 3 5 )

f o r  e a c h  v a l u e  o f  Jim  (  = — it  ) ,  E q u a t i o n  ( I I I . 3 5 ) d e f i n e s  a

s q u a r e  1 x 1  m a t r i x  f o r  e a c h  t r a n s f o r m a t i o n ,  M (A), s a t i s f y i n g  

e q u a t i o n  ( I I I . 3 3 ) ,  M o r e o v e r ,  i t  c a n  be  show n  t h a t  t h e  s e t  o f  ma

t r i c e s  f o r m s  a n  1 - d i m e n s i o n a l  r e p r e s e n t a t i o n  f o r  t h e  g r o u p

o f  f u n c t i o n  o p e r a t o r s ,  P ( A ) .

O f p a r t i c u l a r  i m p o r t a n c e  i s  t h e  c a s e  w h e r e  i s  t h e  H a m i l 

t o n i a n  o p e r a t o r  f o r  a  s y s t e m .  E q u a t i o n  ( I I I . 3 5 ) show s t h a t  t h e  s e t  

o f  e n e r g y  e i g e n f u n c t i o n s  c o r r e s p o n d i n g  t o  a n  1 - f o l d  d e g e n e r a t e  

e n e r g y  e i g e n v a l u e  f o r m s  a  s e t  o f  b a s i s  f u n c t i o n s  f o r  a n  1 - d i m e n s i o n a l  

r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  f u n c t i o n  o p e r a t o r s ,  P ( A ) ,  c o r r e s p o n d i n g  t o  

e a c h  s y m m e try  o p e r a t i o n .  A , f o r  t h e  n u c l e a r  c o n f i g u r a t i o n  o f  t h e  

s y s t e m  b e i n g  i n v e s t i g a t e d .
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* S p i n  S y m m e try  I

I n  t h e  t r e a t m e n t  o f  e l e c t r o n i c  s y s t e m s ,  t h e  a p p r o x i m a t i o n  o f  z e r o  

s p i n - o r b i t  c o u p l i n g  may b e  m a t h e m a t i c a l l y  e x p r e s s e d  b y  t h e  f o l l o w i n g  

c o m m u t a t i o n  r e l a t i o n s  :

,  ^  ................... ( I I I . 3 6 )
=  ^ S L

/ S t

a n d

a n d  a r e  r e s p e c t i v e l y  t h e  H a m i l t o n i a n  a n d  t o t a l  S p i n

o p e r a t o r s  o f  t h e  s y s t e m ,  ^ j s ,  i s  t h e  o p e r a t o r  d e t e r m i n i n g  t h e  

z - c o m p o n e n t  o f  t h e  t o t a l  s p i n .

The a b o v e  s p i n  o p e r a t o r s  a r e  r e l a t e d  t o  t h e  a n a l o g o u s  o n e - e l e c t r o n  

o p e r a t o r s  a s  f o l l o w s  :

A t  -  ^

=  (  X  4 ^ )  — p x  A  / S î

=  ( / ^  ~ +  A s  A  ^

• • • • • • • 0 ( 1 1 1 . 3 7 )

N

w h e r e ( k  = X, y ,  z  )

a n d  t h e  s u m m a t io n  i s  o v e r  a l l  t h e  e l e c t r o n s  o f  t h e  s y s t e m .  

F u r t h e r m o r e ,  i n  a t o m i c  u n i t s  ( "h = 1 ) ,

(  ) C ^ )  =  0

f  ...............(111.38)
^  y & C  — yC ')

a n d  =  0

T he s p i n  f u n c t i o n s ,  a n d  ^  , a r e  a s  d e f i n e d  b y  e q u a t i o n

(IV ,7 ) .
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The c o n s e q u e n c e  o f  t h e  a b o v e  c o m m u t a t i o n  p r o p e r t y  i s  t h a t  t h e  

w a v e f u n c t i o n  r e p r e s e n t i n g  a  s t a t e  o f  t h e  s y s t e m  m u s t  b e  s i m u l t a n e 

o u s l y  a n  e i g e n f u n c t i o n  o f  t h e  t h r e e  o p e r a t o r s

( E y r i n g  e t .  a l ,  (  1 9 4 4 ) ) .  I n  g e n e r a l ,  h o w e v e r ,  a  s i n g l e  d e 

t e r m i n a n t a l  f u n c t i o n  o f  o n e - e l e c t r o n  o r b i t a l s  i s  n o t  a n  e i g e n f u n c 

t i o n  o f  t h e  t o t a l  S p i n  o p e r a t o r ,  , a l t h o u g h  i t  i s  a n  e i g e n 

f u n c t i o n  o f  w i t h  e i g e n v a l u e

M = 0 . 5  ( n ^ -  n p  ) ,  i n  u n i t s  o f  "h.

n ^  a n d  n ^  a r e  r e s p e c t i v e l y  t h e  nu m b er  o f  e l e c t r o n s  i n  s p i n  o r b i 

t a l s  w i t h  oi — a n d  ^  -  s p i n  f u n c t i o n s .

I t  i s  p o s s i b l e  t o  d e t e r m i n e  l i n e a r  c o m b i n a t i o n s  o f  d e t e r m i n a n t a l  

f u n c t i o n s  w h ic h  a r e  s p i n  e i g e n f u n c t i o n s  f o r  t h e  s y s t e m .  M o r e o v e r ,  

t h e  m a t r i x  e l e m e n t s  o f  t h e  H a m i l t o n i a n  o p e r a t o r  b e t w e e n  f u n c t i o n s  

c o r r e s p o n d i n g  t o  d i f f e r e n t  e i g e n v a l u e s  o f  t h e  s p i n  o p e r a t o r s  a r e  

i d e n t i c a l l y  z e r o  (  E y r i n g  e t .  a l .  ( l o c .  c i t . )  ) ,  T h i s  p r o p e r t y  c a n  

b e  u s e d  t o  f u r t h e r  s i m p l i f y  t h e  s e c u l a r  e q u a t i o n  ( I I I , 9 ) .

T h e r e  a r e  v a r i o u s  m e th o d s  o f  d e t e r m i n i n g  s u c h  s p i n  e i g e n f u n c t i o n s  

(  McWeeny e t .  a l .  ( 1969b) ) .  T he  p a r t i c u l a r  m e th o d  u s e d  i n  t h i s  

r e s e a r c h  i s  t h e  p r o j e c t i o n  o p e r a t o r  t e c h n i q u e  o f  L o w d in  ( 1 9 5 6 ) ,  who 

h a s  p o i n t e d  o u t  t h a t  t h e  o p e r a t o r

0 .  =  T T  W " )  .................

p r o j e c t s  f r o m  a n y  a r b i t r a r y  f u n c t i o n ,  t h e  c o m p o n e n t ,

s u c h  t h a t

.................... ( I I I . 4 0 )

I n  e q u a t i o n  ( I I I . 3 9 ) ,  t h e  i n d e x ,  j  , r u n s  o v e r  a l l  t h e  m u l t i 

p l e t s  ( d e n o t e d  b y  d i s t i n c t  v a l u e s  o f  S ) o f  t h e  s y s t e m .  E a c h

m u l t i p l e t  c o n t a i n s  ( 2S + 1 ) members w h i c h ,  i n  t h e  a b s e n c e  o f  

s p i n  o r b i t  i n t e r a c t i o n ,  h a v e  t h e  sam e e n e r g y .  I t  i s  t h u s  o n l y
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n e c e s s a r y  t o  c o n s i d e r  o n e  member o f  e a c h  m u l t i p l e t  a n d  i t  i s  u s u a l  

t o  c h o o s e  t h e  member o f  h i g h e s t  m u l t i p l i c i t y :

( I I I . 4 1 )

E v a l u a t i o n  Of M a t r i x  E l e m e n t s . (  L o w d in  ( 1 9 5 5 ) ;  S l a t e r  ( 1 9 3 I )  )

As m e n t i o n e d  i n  C h a p t e r  I I  , t h e  e x a c t  o r  a p p r o x i m a t e  s o l u t i o n s  o f  

e q u a t i o n  ( I I . 5 )  f o r  t h e  e l e c t r o n i c  m o t i o n  a r e  g e n e r a l l y  s o u g h t  i n  

t e r m s  o f  a  s e r i e s  e x p a n s i o n  o f  S l a t e r  d e t e r m i n a n t a l  f u n c t i o n s .  T he  

e x p a n s i o n  c o e f f i c i e n t s  a n d  e i g e n v a l u e s  o f  t h e  s y s t e m  a r e  d e t e r m i n e d  

f r o m  t h e  s o l u t i o n s  o f  t h e  l i n e a r  s i m u l t a n e o u s  e q u a t i o n s  ( I I I . 3 ) o r  

( I I I .  1 2 ) ,  I n  t h i s  s e c t i o n ,  t h e  p r o b l e m  o f  e v a l u a t i n g  t h e  m a t r i x  

e l e m e n t s  b e t w e e n  t h e  d e t e r m i n a n t a l  f u n c t i o n s  i s  b r i e f l y  c o n s i d e r e d .  

T h e  r e q u i r e d  m a t r i x  e l e m e n t s  a r e  d e f i n e d  b y  t h e  f o l l o w i n g  e q u a 

t i o n s  :

^  ^ ..................( I I I . 4 2 )

=  J L ^ - h  ^   ( I I I . 4 3 )

w h e r e

a n d

w i t h
oC

dx  = . . . . .  r e p r e s e n t s  a  v o lu m e  e l e m e n t  i n  t h e

N - d i m e n s i o n a l  p h a s e  ( c o o r d i n a t e - s p i n  ) s p a c e  o f  t h e  s y s t e m .
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T h e  r e m a i n i n g  n o t a t i o n  i s  e x p l a i n e d  i n  e q u a t i o n s  ( I I , 2 )  a n d  ( I I , g ) .

T he d e t e r m i n a n t a l  f u n c t i o n s * ,  » a r e  d e f i n e d  i n  t e r m s  o f

t h e  s i n g l e - e l e c t r o n  f u n c t i o n s  b y  t h e  f o l l o w i n g  e q u a t i o n :

7 /

, , , , ( 1 1 1 . 4 4 )
h ' h ^

w h e r e  t h e  su m m a t io n  i s  o v e r  t h e  n u m b e rs  1 t o  N , i s  t h e

L e v i - C i v i t a  s y m b o l  a n d  i s  d e f i n e d  b y

O i f  a n y  tvi-o o f  t h e  i n d i c e s  ( —  / w  )
a r e  i d e n t i c a l ,

 -  1 i f  t h e  s e t  — ) tw )  i s  a n  e v e n  p e r -
m u t a t i o n  o f  t h e  s e t  ( 1, 2 ,  3 . . . N  ) •

- 1  i f  t h e  s e t  ( —  jLw ) i s  a n  o d d  p e r 
m u t a t i o n  o f  t h e  s e t  ( 1, 2 ,  3 . . . N  ) ,

E q u a t i o n  ( I I I . 4 4 ) may be  w r i t t e n  i n  t h e  f o r m

^  . . . . . . . . ( I I I . 4 5 )

w h e r e  P i s  a n  o p e r a t o r  w h i c h  p e r m u t e s  t h e  c o o r d i n a t e s  o f  t h e  e l e c 

t r o n s  a n d  p  i s  t h e  p a r i t y  o f  t h e  p e r m u t a t i o n .

T h e o r e m .

I f  O i s  a n  a r b i t r a r y  o p e r a t o r  w h i c h  i s  s y m m e t r i c  i n  t h e  e l e c 

t r o n i c  c o o r d i n a t e s  s o  t h a t

PO = O ,

w h e r e  P i s  t h e  p e r m u t a t i o n  o p e r a t o r  a s  d e f i n e d  a b o v e ,  t h e n

. . , . ( 1 1 1 .4 6 )

* The d e p e n d e n c e  o f  o n  t h e  n u c l e a r  c o n f i g u r a t i o n  ( e q u a 
t i o n  ( I I . 2 )  ) h a s  b e e n  s u p p r e s s e d  i n  t h e  f o l l o w i n g  a n a l y s i s  f o r  c o n 
v e n i e n c e  o n l y .
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P r o o f .

F ro m  e q u a t i o n  ( I I I . 4 5 ) ,

y  OCs) A :  =  I - 4 ^ ^ )  45:

=  ( M  %  ( - 1/ ? !  [ ? ~ ' ^ J  ^ ) -  - ‘^ ïü )

B u t  P

T h u s ,

r1 (-if

J  =  Ĉ- ) ^  ^ I  0(& ) 4̂ <3%r) - -  ^

................. ( I I I . 4 6 )

a f t e r  s u m m a t io n  o v e r  t h e  n /  p e r m u t a t i o n s .

U s i n g  e q u a t i o n s  ( I I I . 4 4 ) a n d  ( I I I . 4 6 ) ,  e q u a t i o n  ( I I I . 4 2 ) b eco m es

= {Ni)^ S  4É2±-

=  3 >  6 . — ^  (  / 1^ ( 5 )  4 '1 'c s ,) 4 5 i ) - -  - U
/ y — / w

•

=  d e t  I ^ è , y  I . . . . ( I I I . 4 7 )o r

w h e r e

S i m i l a r l y ,

 ..............( I I I . 4 8 )

w h e r e  ^  f^I ^  =- S  C ^ .)  - ^ 0

i s  t h e  m in o r  fo r m e d  w hen  t h e  i - t h  ro w  a n d  j - t h  c o lu m n  

a r e  re m o v e d  f r o m  t h e  d e t e r m i n a n t  o f  e q u a t i o n  ( i l l . 4 7 ) ,
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A/ N

- < i f . f j l i ^ € »
................... ( I I I . 4 9 )

w i t h  ^  C2?)) % 2  4 ? f  .

c J i t ^ U f  i s  t h e  m in o r  f o r m e d  w hen  t h e  i - t h  a n d  j - t h  ro w s  a l o n g  

w i t h  t h e  k - t h  a n d  1 - t h  c o lu m n s  a r e  r e m o v e d  f r o m  t h e  d e t e r m i n a n t  o f  

e q u a t i o n  ( I I I . 4 7 ) .

T he  a b o v e  e x p r e s s i o n s  f o r  t h e  m a t r i x  e l e m e n t s  a r e  g r e a t l y  s i m p l i 

f i e d  i f  t h e  d e t e r m i n a n t a l  f u n c t i o n s  a r e  c o n s t r u c t e d  f r o m  a n  o r t h o 

n o r m a l  s e t  o f  o n e - e l e c t r o n  f u n c t i o n s .  T h e n ,  i t  i s  c o n v e n i e n t  t o  c o n 

s i d e r  t h e  f o u r  p o s s i b l e  c a s e s  s e p a r a t e l y :

C a s e  O n e .

^ h h  “  N̂

a n d

^  = X.
Z > j  ................... ( I I I . 50 )

C a s e  Two. a n d  d i f ^ r  i n  o n e  f u n c t i o n ,  w i t h
e n t e r i n g  ^  w h e r e  Ÿ/> e n t e r s  ^  •

j q .  = <  ■ ^ / ^ / ^ >
a n d

( I I I . 5 1 )

C a s e  T h r e e . a n d  d i f f e r  i n  tw o  f u n c t i o n s ,  j w i t h
a n d  e n t e r i n g  w h e r e  a n d  e n t e r

=  O

X  -
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C a s e  F o u r , a n d  d i f f e r  i n  t h r e e  o r  m ore  f u n c t i o n s .

^  * ..............0 . ( 1 1 1 . 5 3 )

O r t h o n o r m a l  O r b i t a l s .

I n  t h e  p r e c e d i n g  s e c t i o n ,  t h e  m a t h e m a t i c a l  p r o b l e m  i n v o l v e d  i n  

d e t e r m i n i n g  t h e  m a t r i x  e l e m e n t s  f o r  t h e  s e c u l a r  e q u a t i o n  ( I I I . 4 ) o r  

( i l l .  12) w as b r i e f l y  d i s c u s s e d .  A c o m p a r i s o n  o f  e q u a t i o n s  ( 1 1 1 . 4 7 )  

t o  ( I I I . 4 9 ) w i t h  e q u a t i o n s  ( I I I . 5 0 )  t o  ( I I I . 5 3 ) show s t h e  c o n s i d e r a 

b l e  s i m p l i f i c a t i o n  a r i s i n g  f r o m  t h e  u s e  o f  o r t h o n o r m a l  o r b i t a l s ,

^ 2c ) ,  I n  m o s t  p r o b l e m s  o f  m o l e c u l a r  a n d  s o l i d  s t a t e  p h y s i c s ,  t h e  

m o s t  n a t u r a l l y  o c c u r r i n g  s e t  o f  b a s i s  o r b i t a l s  a r e  n o n - o r t h o g o n a l .  

S ym m etry  r e q u i r e m e n t s  do i n t r o d u c e  some o r t h o g o n a l i t y  ( e q u a t i o n  

( I I I . 2 7 )  ) b u t ,  i n  g e n e r a l ,  d i f f e r e n t  o r b i t a l s  h a v i n g  i d e n t i c a l  sym 

m e t r y  p r o p e r t i e s  a r e  n o n - o r t h o g o n a l  a n d  p o s s e s s  o v e r l a p  i n t e g r a l s  o f  

t h e  fo r m

................. ( I I I . 54)

S i n c e  S^* = S^j , i t  i s  p o s s i b l e  t o  d e t e r m i n e  a  new s e t  o f  o r b i 

t a l s  f  J  s u c h  t h a t

'  ^  ................... ( I I I . 5 5 )

T h e  m o s t  g e n e r a l  p r o c e d u r e  f o r  d o i n g  t h i s  h a s  b e e n  g i v e n  b y  l o w -

d i n  ( 1 9 4 7 ) .

D e f i n i n g  t

t h e n ,  u s i n g  e q u a t i o n s  ( I I I . 5 4 )  a n d  ( I I I . 5 5 ) ,

J  ‘5»- -  X  0 %  Q̂- £iu,
0 k,t ^ '

=
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T h u s ,

^  U  J .
— ^  — —   ( 1 1 1 , 5 6 )

w h e r e  i s  t h e  H o r m i t i a n  c o n j u g a t e  o f  U a n d  ^  i s  t h e  U n i t

m a t r i x .

T he m o s t  g e n e r a l  s o l u t i o n  o f  t h e  a b o v e  e q u a t i o n  i s

Q  -
^  ................... ( I I I . 5 7 )

p r o v i d e d  t h a t  e x i s t s  a n d  = JC  ̂ t h a t  i s ,  A i s  U n i t a r y ,

C h o o s i n g  i n  p a r t i c u l a r ,  A = 2  * e q u a t i o n  ( I I I . 5 7 )  beco m es

-'A -
( I I I . 5 8 )

I n  t h e  m a j o r i t y  o f  c a s e s ,  t h e  o r t h o g o n a l  o r b i t a l s  h a v e  b e e n  f o u n d  

t o  r e t a i n  t h e  p r o p e r t i e s  o f  t h e  n o n - o r t h o g o n a l  o r b i t a l s  f r o m  w h i c h  

t h e y  w e r e  c o m p o u n d e d .  T h e i r  u s e  h a s  becom e v e r y  w i d e s p r e a d  a n d  p r o 

v i d e s  a  f o r m a l  j u s t i f i c a t i o n  f o r  t h e  n e g l e c t  o f  c e r t a i n  * o v e r l a p  * 

i n t e g r a l s  i n  a p p r o x i m a t e  c a l c u l a t i o n s  ( McWeeny e t ,  a l .  ( 1 9 6 9 c )  ) .
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BASIC MOLECULAR QUANTUM MECHANICS.
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I n  t h i s  c h a p t e r ,  a  sum m ary  o f  t h e  M o l e c u l a r  O r b i t a l  m e th o d  u s e d  

i n  o b t a i n i n g  a p p r o x i m a t e  m a n y - e l e c t r o n  w a v e f u n c t i o n s  i s  g i v e n .  E x 

t e n s i v e  d i s c u s s i o n s  o f  t h i s  m e th o d  h a v e  b e e n  g i v e n  b y  many a u t h o r s ,  

i n c l u d i n g  McWeeny e t ,  a l ,  ( 1 9 6 9 a ) ,  w h o se  a r t i c l e  f o r m s  t h e  m a in  r e 

f e r e n c e  f o r  t h i s  c h a p t e r .  T he a l t e r n a t i v e  V a l e n c e  Bond f o r m a l i s m  

i s  a l s o  b r i e f l y  c o n s i d e r e d .

I n  t h e  B o r n - O p p e n h e im e r  a p p r o x i m a t i o n ,  t h e  e l e c t r o n i c  s t r u c t u r e  

a n d  p r o p e r t i e s  o f  a n y  many e l e c t r o n  s y s t e m  i n  a  s t a t i o n a r y  s t a t e  

may b e  o b t a i n e d  f r o m  t h e  s o l u t i o n s  o f  t h e  t i m e - i n d e p e n d e n t  S c h r o -  

d i n g e r  e q u a t i o n  (  s e e  e q u a t i o n  ( I I , 5 )  ) :

...................( I V . 1)

w h e r e  x ^  r e p r e s e n t s  t h e  s p a c e  a n d  s p i n  c o o r d i n a t e s  o f  t h e  i - t h  

e l e c t r o n ,

N  J L

w i t h  -  Z

V i z , - 9 1
.................... ( I V . 2 )

I n  t h e  d e f i n i t i o n s  o f  t h e  a b o v e  e q u a t i o n ,  a t o m i c  u n i t s  ( C o h en  e t ,  

a l ,  ( 1 9 6 5 )  h a v e  b e e n  u s e d ;

e  = "h = n ^ =  1 .

U n i t  o f  E n e r g y ;  1 a . u .  = 2 7 , 2 0 9  e . v .

U n i t  o f  L e n g t h : 1 b . u ,  = 0 , 5 2 9 2  A .

(  T he  d e p e n d e n c e  o f  ^  a n d  E . , ^  o n  t h e  n u c l e a r  c o n f i g u r a t i o n  

h a s  b e e n  s u p p r e s s e d  i n  t h e  n o t a t i o n  o f  t h i s  c h a p t e r .  )

The t o t a l  e n e r g y  o f  t h e  s y s t e m  i s  t h e n  g i v e n  b y

'V -Jxct =  - t  2 1

.................... ( I V . 3 )
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T he o c c u r r e n c e  o f  t h e  i n t e r e l e c t r o n i c  t e r m s  i n  e q u a t i o n  ( I V . 2 )  

m akes  t h e  H a m i l t o n i a n  t o o  c o m p l i c a t e d  t o  o b t a i n  e x a c t  s o l u t i o n s  o f  

e q u a t i o n  ( I V .  l )  f o r  a l l  b u t  t h e  s i m p l e s t  s y s t e m s  ( L ow d in  ( 1 9 5 9 )  ) ,  

As a l r e a d y  m e n t i o n e d  i n  C h a p t e r  I I ,  a n  a p p r o x i m a t i o n  t o  t h e  t r u e  s o 

l u t i o n  i s  u s u a l l y  c o n s t r u c t e d  f r o m  a n t i s y m m e t r i z e d  p r o d u c t s  o f  o n e -  

e l e c t r o n  f u n c t i o n s ,  e i t h e r  i n  t h e  f o r m  o f  a  s i n g l e  p r o d u c t ;

 ^  I -------

....................( I V . 4 )

o r  a  l i n e a r  c o m b i n a t i o n  o f  th e m ;

^   =5 ^  ~  0 9 ^ . )
K

................... ( I V . 5 )

F u r t h e r  d i s c u s s i o n  o f  s u c h  s e r i e s  e x p a n s i o n s  i s  g i v e n  i n  t h e  r e l e 

v a n t  s e c t i o n s  o f  C h a p t e r s  I I  a n d  I I I .

As t h e  o p e r a t o r  o f  e q u a t i o n  ( I V . 2 )  i s  s p i n  i n d e p e n d e n t ,  e a c h  o n e -  

e l e c t r o n  f u n c t i o n  o r  s p i n - o r b i t a l ,  ^  , may b e  e x p r e s s e d  a s  a  p r o 

d u c t  o f  s p a c e -  a n d  s p i n - d e p e n d e n t  f u n c t i o n s ;

................... ( I V . 6 )

w h e r e  r  a n d  s  a r e  a s  d e f i n e d  p r e v i o u s l y ,  s  c a n  h a v e  a n y  o n e  o f  

tw o  v a l u e s  a n d  i t  i s  u s u a l  t o  d e f i n e  ( McWeeny e t .  a l .  ( 1 9 6 9 b )  ) ;

w i t h

c C ( r ' / z )  =  =  0  .

J  ct(_s)oC(.s) ds = y

/  Z s )  I s  = J  «W cLs = 0
................... ( I V . 7 )

T he  o p t i m a l  a p p r o x i m a t i o n s  o f  t h e  f o r m s  g i v e n  i n  e q u a t i o n s  ( I V . 4 ) 

a n d  ( I V , 5 )  a r e  o b t a i n e d  by  t h e  a p p l i c a t i o n  o f  t h e  V a r i a t i o n a l  P r i n 

c i p l e  (  C h a p t e r  I I  ) t o  t h e  e n e r g y  e x p e c t a t i o n  v a l u e ;
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S l < S l ^ ^ l j E  > / < ^ / $ >  1  =  0

. . . . . . . . ( I V . 8 )

w h e r e

<  ^  >  =  /  5 ^ C s , —

a n d

^  ^  I ^  ^  = S S  C 2̂ — ^  ) S'  ---

D e n s i t y  M a t r i c e s .

F o l l o w i n g  McWeeny e t ,  a l ,  ( 1 9 6 9 a ) ,  g e n e r a l i z e d  o n e -  a n d  t w o - e l e c 

t r o n  d e n s i t y  f u n c t i o n s  a r e ,  r e s p e c t i v e l y ,  d e f i n e d  b y  t h e  e q u a t i o n s :

J---------------------------------- --- 4 ^  — 42^
...................( I V . 9 )

a n d

f a , C - 2 / ,  î.»-> 2 . '  * 5 , -  -

^

................... ( I V .  1 0 )

w h e r e  i t  i s  a s s u m e d  t h a t  t h e  N - e l e c t r o n  w a v e f u n c t i o n ,  ^  , i s  n o r 

m a l i z e d ;  t h a t  i s ,

< . S /  ^

f 2^ )  i s  t h e  p r o b a b i l i t y  o f  f i n d i n g  a n  e l e c t r o n  a t  t h e  p o i n t ,

X y  a n d  i s  t h e  p r o b a b i l i t y  o f  f i n d i n g  a n  e l e c 

t r o n  a t  t h e  p o i n t ,  X y  w h en  o n e  i s  a t  t h e  p o i n t ,  Xg. •

F rom  e q u a t i o n s  ( I V . 9 )  a n d  ( I V .  l o ) ,  t h e  c o r r e s p o n d i n g  s p i n - i n d e p e n 

d e n t  p r o b a b i l i t y  f u n c t i o n s  a r e

= I  C,C2fj2Sj') i ts ,‘Uf
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a n d

&( = J tji,C 2  ̂i 2,' 2 / )  ds,ds^ d s fd s i

................... ( I V . n )
A!

F o r  a n  a r b i t r a r y  o n e - e l e c t r o n  o p e r a t o r ,  A ( i )  , t h e  e x p e c t a 
nt.

t i o n  v a l u e  i n  t h e  s t a t e  r e p r e s e n t e d  b y  t h e  w a v e f u n c t i o n ,  S .  » i s  

t h e n  c o n v e n i e n t l y  d e f i n e d  b y

<A> = J  . Hi) 4 ^
2 ; =  2 ,

................... ( I V . 12)

w i t h  t h e  c o n v e n t i o n  t h a t  A ( 1 )  o p e r a t e s  o n l y  o n  t h e  f u n c t i o n s  o f

u n p r i m e d  c o o r d i n a t e s  a n d  t h e  p r i m e s  a r e  re m o v e d  b e f o r e  i n t e g r a t i o n

i s  p e r f o r m e d .  A s i m i l a r  d e f i n i t i o n  h o l d s  f o r  t h e  e x p e c t a t i o n  v a l u e
A'

o f  a  t w o - e l e c t r o n  o p e r a t o r  o f  t h e  f o r m ,  ^  B ( i , j )  ,

B e c a u s e  o f  t h e  d o u b l e  i n d e x i n g  i n  t h e  g e n e r a l i z e d  d e n s i t y  f u n c 

t i o n s ,  t h e y  a r e  g e n e r a l l y  r e f e r r e d  t o  a s  d e n s i t y  * m a t r i c e s  * ,  

M o r e o v e r ,  t h e  p r o c e d u r e  o u t l i n e d  a b o v e  i n  e q u a t i o n  ( I V . 12) i s  f o r 

m a l l y  e q u i v a l e n t  t o  f o r m i n g  t h e  t r a c e  o f  a  m a t r i x  p r o d u c t :

< A >  =  ^  > v e ,
...................( I V . 1 3 )

I n  p a r t i c u l a r ,  f r o m  e q u a t i o n s  ( I V , l )  a n d  ( I V . 2 ) ,

...................( I V ,  14)

M o l e c u l a r  O r b i t a l  T h e o r y .

T he  a p p r o x i m a t i o n  o f  e q u a t i o n  ( I V , 4 ) t o  t h e  e x a c t  s o l u t i o n  o f  e -  

q u a t i o n  ( I V . 1) f o r m s  t h e  b a s i s  o f  t h e  M o l e c u l a r  O r b i t a l  t h e o r y .

The g e n e r a l i z e d  o n e - e l e c t r o n  d e n s i t y  f u n c t i o n  ( e q u a t i o n  ( I V , 9 )  ) 

i s  t h e n  d e f i n e d  b y  t h e  e q u a t i o n
U

' ' . . . . ( I V ,  15)
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w h o r e  a r e  n u m e r i c a l  c o e f f i c i e n t s  g i v e n  by

^l-rs =  .............. ( IV . ,6)
A

a n d  ^  i s  t h e  m a t r i x  o f  o v e r l a p  i n t e g r a l s  b e t w e e n  t h e  s p i n - o r b i -  

t a l s ,

I n  p a r t i c u l a r ,  i f  t h e  s p i n - o r b i t a l s  a r e  c h o s e n  o r t h o n o r m a l ,

= 1 r  =  s  

=  O r ^ s f

a n d  e q u a t i o n  ( I V . 15) b e c o m e s

...................( I V . 17)

S i m i l a r l y ,  a s s u m i n g  a n  o r t h o n o r m a l  s e t  o f  s p i n - o r b i t a l s ,  t h e  t w o -

e l e c t r o n  d e n s i t y  f u n c t i o n  ( e q u a t i o n  ( I V .  10) )  i s  g i v e n  by

A/

^

................... ( I V . 18 )

C l o s e r  i n v e s t i g a t i o n  o f  t h e  a b o v e  e q u a t i o n  show s t h a t  t h e  t w o -  

e l e c t r o n  d e n s i t y  f u n c t i o n  c a n  b e  e x p r e s s e d  i n  t e r m s  o f  t h e  s i n g l e 

e l e c t r o n  d e n s i t y  f u n c t i o n :

s ' 2 a ' ;  =

...................( I V . 19)

T h u s ,  a l l  t h e  i n f o r m a t i o n  c o n t a i n e d  i n  a  s i n g l e  d e t e r m i n a n t a l  f u n c 

t i o n  o f  o r t h o n o r m a l  s p i n  o r b i t a l s  i s  o b t a i n a b l e  f r o m  i t s  s i n g l e 

e l e c t r o n  d e n s i t y  f u n c t i o n .  I n  g e n e r a l ,  h o w e v e r ,  t h i s  i s  n o t  s o .  

S u b s t i t u t i n g  e q u a t i o n s  ( I V ,  17) a n d  ( I V , 18) i n t o  ( I V .  I4 ) g i v e s

V  / /

. . . . ( I V . 2 0 )
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> = J  4 >/CZ,) d sr^  T i . — /X -~ v  ,  y  

a n d

<  "6 ? ^ /  9 ^ 9 ^  >  =  f ( l ^ >  4 ^ % )  ^

f o r  t h e  t o t a l  e l e c t r o n i c  e n e r g y .

The d e n s i t y  f u n c t i o n s  may a l s o  b e  s e p a r a t e d  i n t o  t h e i r  d i f f e r e n t  

s p i n  c o n t r i b u t i o n s  b y  u s i n g  e q u a t i o n s  ( I V , 6 )  a n d  ( I V , 7 ) ,  T h u s ,  f o r  

e x a m p l e ,

7*

+  %  0 ( 4 )  0 ^ (4 ')
T"

, . , . ( I V , 2 1 )

The s p i n l e s s  o n e - e l e c t r o n  d e n s i t y  f u n c t i o n  i s  t h e n  g i v e n  b y

^ ( 7 ; / )  =  4 - P Z V )
5. = s /

...................( I V , 2 2 )

Z V i / )  =  %  V r f Z " / )
w h e r e /y \  r, I } = .

Ta n d  -   A. 2  _

I n  t h e  a b o v e  e q u a t i o n s ,  ^ L f  a n d  i n d i c a t e  s u m m a t io n s  o v e r

t h e  s p a t i a l  (  m o l e c u l a r  ) o r b i t a l s ,  d e f i n i n g  t h e  d e t e r m i n a n t a l  f u n c 

t i o n  o f  e q u a t i o n  ( I V , 4 )» a s s o c i a t e d  w i t h  -  a n d  ^ - s p i n  f u n c t i o n s ,  

r e s p e c t i v e l y .

S i m i l a r l y ,  t h e  s p i n l e s s  t w o - e l e c t r o n  d e n s i t y  f u n c t i o n s  may b e  d e 

c o m p o se d  a s  f o l l o w s :

J 7',^') =

....................( I V . 2 4 )

w h e r e

=  f i  ¥ >

...................( I V , 2 5 )

, . . , ( I V . 2 6 )
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w i t h  s i m i l a r  d e f i n i t i o n s  f o r  a n d  P ^ ^  .

P ^ ^ ( l , 2 | l , 2 )  c a n  b e  i n t e r p r e t e d  a s  t h e  p r o b a b i l i t y  o f  a n  e l e c t r o n  

b e i n g  a t  t h e  p o i n t ,  r̂  ̂ , w i t h  s p i n  u p  w h en  a n o t h e r  i s  a t  t h e  p o i n t ,

» w i t h  s p i n  dow n. E q u a t i o n  ( I V , 2 6 )  i n d i c a t e s  t h a t  t h e s e  tw o ' e -  

v e n t s  ’ a r e  i n d e p e n d e n t  o f  e a c h  o t h e r  a n d  t h e r e  i s ,  t h e r e f o r e ,  no 

s p a t i a l  c o r r e l a t i o n  b e t w e e n  e l e c t r o n s  o f  o p p o s i t e  s p i n  f o r  a  w a v e 

f u n c t i o n  o f  t h e  f o r m  g i v e n  b y  e q u a t i o n  ( I V . 4 ) .

H o w e v e r ,  f r o m  e q u a t i o n  ( I V . 2 5 )

2 } —^^71  . . . . ( I V . 2 7 )

a n d  t h e r e  i s  some s p a t i a l  c o r r e l a t i o n  b e t w e e n  e l e c t r o n s  w i t h  p a r a 

l l e l  s p i n  ( C h a p t e r  I I  ) ,

A s i n g l e  d e t e r m i n a n t a l  f u n c t i o n  o f  t h e  f o r m  g i v e n  b y  e q u a t i o n s  

( I V . 4 ) a n d  ( I V , 6 ) h a s  t h e  i m p o r t a n t  p r o p e r t y  o f  b e i n g  i n v a r i a n t  u n 

d e r  a n y  l i n e a r  t r a n s f o r m a t i o n  w h i c h  m ix e s  t h e  m o l e c u l a r  o r b i t a l s  

w i t h  oi - s p i n  f u n c t i o n ,  a n d  t h o s e  w i t h  ^  - s p i n  f u n c t i o n ,  r e s p e c t i v e 

l y ,  among t h e m s e l v e s .  T h i s  p r o p e r t y ,  w h ic h  i s  r e f l e c t e d  i n  t h e  i n 

v a r i a n t  n a t u r e  o f  t h e  a s s o c i a t e d  o n e -  a n d  t w o - e l e c t r o n  d e n s i t y  f u n c 

t i o n s ,  i s  o f  c o n s i d e r a b l e  v a l u e  (  McWeeny e t .  a l .  ( 1 9 6 9 c )  )  a s  i t  

p e r m i t s  d i f f e r e n t  i n t e r p r e t a t i o n s  o f  t h e  e l e c t r o n  d e n s i t y  i n  t e r m s  

o f  l o c a l i z e d  o r  d e l o c a l i z e d  s t a t e s .  E d m i s t o n  e t ,  a l ,  ( 1 9 6 3 )  a n d  

R o t h e n b e r g  ( 1 9 6 9 , 1 9 7 0 ) ,  among o t h e r s ,  h a v e  made u s e  o f  s u c h  f l e x i 

b i l i t y  i n  t h e i r  i n v e s t i g a t i o n s  o f  v a r i o u s  m o l e c u l a r  s y s t e m s .

T he R o o t h a a n - H a r t r e e - F o c k  SCF T h e o r y ; C l o s e d - S h e l l  S y s t e m s .  

C l o s e d - s h e l l  s y s t e m s ,  t h a t  i s ,  s y s t e m s  w h ic h  c a n  b e  r e p r e s e n t e d  

b y  a  s i n g l e  d e t e r m i n a n t a l  f u n c t i o n  w i t h  d o u b l y - o c c u p i e d  m o l e c u l a r  o r 

b i t a l s  ( R o o t h a a n  ( l 9 5 l )  ) ,  a r e  o f  p a r t i c u l a r  i n t e r e s t  i n  t h e  t h e o r y  

o f  m o l e c u l e s .

F rom  e q u a t i o n  ( I V , 2 0 ) ,  t h e  t o t a l  e l e c t r o n i c  e n e r g y  f o r  s u c h  s y s t e m s  

i s  g i v e n  b y

=  &  Z  < î 7 A , / r >  Y- Z
r- r\S
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=  J  ŸÏ(r,) 4~.ii) ^

................... ( I V . 2 8 )

I n  a c t u a l  c o m p u t a t i o n s ,  t h e  m o l e c u l a r  o r b i t a l s ,  , e x t e n d ,

i n  p r i n c i p l e ,  o v e r  t h e  w h o le  s t r u c t u r e .  N e a r  e a c h  a t o m i c  s i t e ,  how

e v e r ,  i t  i s  e x p e c t e d  t h a t  t h e y  w i l l  s t r o n g l y  r e s e m b l e  a t o m i c  f u n c 

t i o n s  c e n t r e d  o n  t h e  p a r t i c u l a r  a to m .  T h u s ,  i t  i s  c u s t o m a r y  t o  e x 

p a n d  t h e  o r b i t a l s  a s  f o l l o w s ;
-»vv

Ÿ t> (-P )  =  Z  X v ( 2 T)
"  . . . . ( I V . 2 9 )

o r ,  i n  m a t r i x  f o r m ,

1  ^ ^  I
....................( I V . 3 P )

a n d  2 ^  a r e  row  v e c t o r s  c o n s i s t i n g  o f  t h e  m o l e c u l a r  o r b i t a l s  

a n d . b a s i s  f u n c t i o n s ,  r e s p e c t i v e l y ;  m i s  t h e  s i z e  o f  t h e  b a s i s  s e t ,  

T i s  t h e  m a t r i x  o f  e x p a n s i o n  c o e f f i c i e n t s ;

T = ( c ,  I £ i l .   I c ^ I  I c ^ )

w h e r e  ( a

I

5 /̂3»

=
( I V . 3 1 )

The a b o v e  e x p a n s i o n  i s  q u i t e  g e n e r a l ,  t h e r e  b e i n g  n o  r e s t r i c t i o n  o n  

t h e  t y p e  n o r  o r i g i n  o f  t h e  b a s i s  f u n c t i o n s ,  ^  . U s u a l l y ,  t h e y  a r e  

c h o s e n  t o  b e  a t o m i c - t y p e  f u n c t i o n s  c e n t r e d  o n  t h e  n u c l e i  o f  t h e  m o l 

e c u l e  o r  a g g r e g a t e  b u t  i t  may b e  m ore a d v a n t a g e o u s ,  f o r  e x a m p l e ,  t o  

c h o o s e  th em  a s  a  s e t  o f  f l o a t i n g  o r b i t a l s ,  t h a t  i s ,  o r b i t a l s  w hose  

o r i g i n s  a r e  c o n s i d e r e d  a s  v a r i a b l e  p a r a m e t e r s  ( G u rn e e  e t ,  a l ,  

( l 9 5 0 ) j  F r o s t  e t ,  a l ,  ( 1 9 6 8 )  ) ,  F u r t h e r  d i s c u s s i o n  r e l e v a n t  t o  t h e  

s e r i e s  e x p a n s i o n  o f  e q u a t i o n  ( I V , 2 9 )  i s  g i v e n  i n  C h a p t e r  I I I .  

D e f i n i n g
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w i t h Tvv

y,«r

=  Z z ^ c r  f Z ^ y < X u . X J X y X ^ >

■V ^
a n d  ( W -  . . . . ( I V . 3 2 )

e q u a t i o n  ( I V . 2 8 )  may b e  w r i t t e n  i n  t h e  f o r m

.................... ( I V . 3 3 )

As show n b y  t h e  a b o v e  e q u a t i o n ,  t h e  t o t a l  e l e c t r o n i c  e n e r g y  i s

d e t e r m i n e d  e n t i r e l y  b y  t h e  m a t r i x ,  R . F u r t h e r m o r e ,  t h i s  e q u a t i o n  

i s  i n v a r i a n t  u n d e r  a n y  t r a n s f o r m a t i o n  o f  t h e  b a s i s  s e t .  T h u s ,  c o n -  

s i d e r  a  new b a s i s  s e t ,  ^  , s u c h  t h a t

X  = X  u  ...................( I V . 3 4 )

w h e r e  U i s  som e t r a n s f o r m a t i o n  m a t r i x .  T h e n  i t  c a n  b e  show n  t h a t

i  ^  ^  ^  "A A  ^  ^
................... ( I V . 3 5 )

w h e re

^  X j U  / ' ^ /  ^  3

=  2 L  x Z y <
y.fl-

=  Z .  ^ c r y  % y  X -
/  Y,<r  ( I V . 3 6 )

Of p a r t i c u l a r  i m p o r t a n c e  a r e  t h o s e  t r a n s f o r m a t i o n s  r e l a t i n g  o r 

t h o g o n a l  a n d  n o n - o r t h o g o n a l  b a s i s  s e t s  ( C h a p t e r s  I I I  a n d  X ) .  I n  

s u c h  c a s e s ,  t h e  m a t r i x ,  U , c a n  be  r e p r e s e n t e d  b y  t h e  e q u a t i o n

u =................................................................... ................... ( I V . 3 7 )

w h e re  8 = J  X  S x  . . . . ( I V . 3 8 )

i s  t h e  m a t r i x  o f  o v e r l a p  i n t e g r a l s  b e t w e e n  t h e  b a s i s  f u n c t i o n s  o f  

t h e  n o n - o r t h o g o n a l  s e t .

T he o p t im u m  s e t  o f  e x p a n s i o n  c o e f f i c i e n t s ,  £ ^  ( r  = l , 2 , . . , N / 2  ) ,
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i s  d e t e r m i n e d ,  i n  g e n e r a l ,  b y  a p p l y i n g  t h e  V a r i a t i o n a l  T h e o re m  t o  

e q u a t i o n  ( I V . 3 3 ) ,  s u b j e c t  t o  t h e  c o n s t r a i n t  t h a t  t h e  m o l e c u l a r  o r 

b i t a l s  r e m a i n  o r t h o n o r m a l ;  t h a t  i s ,

i f s  T = Î  ................... ( I V . 3 9 )

T h i s  c o n s t r a i n t  may a l s o  b e  e x p r e s s e d  i n  t e r m s  o f  t h e  m a t r i x ,  R , 

l e a d i n g  t o  a  d i f f e r e n t  f o r m u l a t i o n  o f  t h e  v a r i a t i o n a l  p r o b l e m  

( McWeeny ( 1 9 6 0 )  ) .

The s t a t i o n a r y  v a l u e  o f  e q u a t i o n  ( I V . 3 3 ) ,  s u b j e c t  t o  t h e  c o n d i 

t i o n s  o f  e q u a t i o n  ( I V , 3 9 ) ,  i s  d e t e r m i n e d  b y  t h e  s o l u t i o n  o f  t h e  

e q u a t i o n

S f  -  a T v C  6  )  j  = 0
...................( I V . 4 0 )

w h e r e  2 & i s  a  m a t r i x  o f  L a g r a n g i a n  m u l t i p l i e r s .

E q u a t i o n  ( I V . 4 0 ) g i v e s

A  t i t  6 -  ^  f  X i t  S B ,  f  ^

-  otS ) J = 0

. . . . ( I V . 4 I )

F rom  t h e  d e f i n i t i o n s  o f  e q u a t i o n  ( I V . 3 2 ) ,

^  S B ,

.................... ( I V . 4 2 )

a n d  t h u s  e q u a t i o n  ( I V . 4 I )  beco m es

10^ 4  S B  -  g ) !  = 0

.................... ( I V . 4 3 )

w h e r e

h '̂' = h  + G (2 R)  ( I V . 4 4 )

i s  t h e  m a t r i x  r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  H a r t r o e - F o c k  o p e r a t o r ,  ^ , i n  

t h e  b a s i s , %  ;

^  ^  

w h e r e  ( I )  = h ( l )  +  j ( l )  — 0 . 5 k ( l )

w i t h

ji.1) =  X yS X ,)!  4ÉXZ



61

H D  =  /  ^  6 ^ ,

P ( U A ' )  =  - 2  X  0 )  3
.................... ( I V . 4 5 )

a n d  h ( l )  i s  a s  d e f i n e d  p r e v i o u s l y  i n  e q u a t i o n  ( I V . 2 ) ,

The H a r t r e e - F o c k  o p e r a t o r  r e p r e s e n t s  t h e  m o t i o n  o f  a n  e l e c t r o n  i n  

t h e  f i e l d  o f  t h e  n u c l e i  a n d  t h e  a v e r a g e  c h a r g e  d e n s i t y  d i s t r i b u t i o n  

o f  a l l  t h e  o t h e r  e l e c t r o n s  o f  t h e  s y s t e m  ( C h a p t e r  I I ;  S l a t e r  

( 1 9 6 3 a )  ) .

S i m p l i f i c a t i o n  o f  e q u a t i o n  ( I V . 4 3 ) t h e n  g i v e s

I  = S T..................................................................... ( I V .4 6 )

p r o v i d e d .......................................................................................................... ...................( I V . 4 ? )

As t h e r e  a r e  o n l y  N(N + 2 ) / 8  o r t h o n o r m a l i t y  c o n s t r a i n t s  em bod

i e d  i n  t h e  m a t r i x  e q u a t i o n  ( I V . 3 9 ) ,  t h e r e  n e e d  o n l y  be  t h i s  nu m b er  

o f  d i s t i n c t  L a g r a n g i a n  m u l t i p l i e r s .  T h e r e f o r e ,  t h e  m a t r i x ,  , 

may b e  c h o s e n  t o  s a t i s f y  e q u a t i o n  ( I V . 4 7 ) a b o v e  ( S l a t e r  ( 1963b )  ) ,  

w i t h o u t  l o s s  o f  g e n e r a l i t y .

C o n s i d e r ,  f i n a l l y ,  a  t r a n s f o r m a t i o n  o f  t h e  f o r m

V  ( I V . 4 8 )

w h e r e  V*  ̂ V = I_ ,

F rom  e q u a t i o n  ( I V . 3 0 ) ,

^  = X  I

a n d ,  t h e r e f o r e ,

V l  = 2 1  I   ( I V . 4 9 )

w h e r e  T = T V................................................. ................... ( I V , 5 0 )

As i n  e q u a t i o n  ( I V , 3 2 ) ,  t h e  ’ new '  m a t r i x ,  R , i n  t h e  g i v e n  b a 

s i s ,  2 1  » i s  d e f i n e d  a s

R s= T T = T V V ^  T ^  = T T ^  = R .
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T h u s , ,  t h e  H a r t r e e  F o c k  m a t r i x ,  w h ic h  d e p e n d s  o n  a n d  R , r e 

m a in s  u n c h a n g e d  u n d e r  t h e  U n i t a r y  t r a n s f o r m a t i o n ,  V •

S u b s t i t u t i n g  e q u a t i o n  ( I V , 5 0 )  i n t o  e q u a t i o n  ( I V , 4 6 ) t h e n  g i v e s

F ^  -h a- -
h  T V  = S T V ^ _ ^

o r

ĥ  2  = S T %  .............. (IV.51)

w h e re

1 - 1 *  1 . 1  .

S i n c e  i s  H e r m i t i a n ,  t h e r e  e x i s t s  some U n i t a r y  t r a n s f o r m a t i o n ,

V , s u c h  t h a t  i s  d i a g o n a l .  T h e n ,  e q u a t i o n  ( I V . 5 l )  may b e  w r i t 

t e n  a s

h^  £ r  = ^ § . l r  ...................( I V . 5 2 )

w h i c h  i s  R o o t h a a n ’ s  f o r m  o f  t h e  H a r t r e e - F o c k  e q u a t i o n s .

F rom  e q u a t i o n s  ( I V . 3 3 ) a n d  ( I V . 4 4 ) ,  t h e  minimum t o t a l  e l e c t r o n i c  

e n e r g y  i s

^  ^  " A  &  ^  )  &

X I V . 5 3 )

C
S i n c e  h  d e p e n d s  u p o n  R a n d ,  h e n c e ,  u p o n  t h e  s o l u t i o n  o f  t h e  

p r o b l e m ,  e q u a t i o n  ( I V . 5 2 )  m u s t  b e  s o l v e d  i t e r a t i v e l y .  F u r t h e r  d i s 

c u s s i o n  o n  t h e  m e th o d  o f  s o l u t i o n  u s e d  h e r e i n  i s  g i v e n  i n  C h a p t e r  X.

I t  i s  c l e a r  t h a t  a n y  s y s t e m  w i t h  a n  o d d  nu m b er  o f  e l e c t r o n s  c a n 

n o t  h a v e  a  c l o s e d - s h e l l  s t a t e .  H o w e v e r ,  t h e r e  i s  y e t  t h e  p o s s i b i 

l i t y  o f  r e p r e s e n t i n g  s u c h  s y s t e m s  b y  s i n g l e  d e t e r m i n a n t a l  f u n c t i o n s  

i n  w h i c h  some o f  t h e  m o l e c u l a r  o r b i t a l s  a r e  s i n g l y  o c c u p i e d .  S u c h  

w a v e f u n c t i o n s  a r e  t h e n  s a i d  t o  r e p r e s e n t  ’ O p e n - S h e l l  ’ s y s t e m s  

(  McWeeny e t .  a l .  ( 1 9 6 9 a )  ) .  F u r t h e r m o r e ,  c e r t a i n  s y s t e m s  w i t h  e v 

e n  n u m b e rs  o f  e l e c t r o n s  a r e  b e t t e r  d e s c r i b e d ,  w i t h i n  t h e  M o l e c u l a r  

O r b i t a l  f o r m a l i s m ,  b y  s u c h  s i n g l e  d e t e r m i n a n t a l  f u n c t i o n s ,  e s p e c i a l 
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l y  i n  s i t u a t i o n s  o f  n e a r ,  o r  a c t u a l ,  o r b i t a l  d e g e n e r a c i e s  ( T e l 

l e r  e t ,  a l .  ( 1 9 7 0 )  ) ;  t h i s  i s  c a l l e d  t h e  U n r e s t r i c t e d  H -F t h e o r y .

G ro u p  t h e o r e t i c a l  a n a l y s i s  (  C h a p t e r  I I I  )  sh o w s  t h a t  s u c h  f u n c 

t i o n s  w i l l  h a v e  d e f i n i t e  s p i n  a n d  s p a t i a l  s y m m e try  p r o p e r t i e s  a n d  

b e  s u i t a b l e  f o r  r e p r e s e n t i n g  r e a l  s p e c t r o s c o p i c  s t a t e s ,  p r o v i d e d  

t h a t

1 . )  a l l  o f ,  o r  n o n e  o f ,  t h e  o r b i t a l s  d e f i n i n g  a n  i r r e d u c i b l e  r e p 

r e s e n t a t i o n  o f  t h e  p o i n t  g r o u p  f o r  t h e  n u c l e a r  f r a m e w o r k  a r e  o c 

c u p i e d ,  f o r  e a c h  c h o i c e  o f  s p i n  f u n c t i o n ;  a n d

2 . )  a l l  t h e  s i n g l y - o c c u p i e d  o r b i t a l s  a r e  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  sam e 

s p i n  f u n c t i o n .

T h i s  l a t t e r  c o n d i t i o n  i m p l i e s  t h a t  s u c h  f u n c t i o n s  a r e  o n l y  s u i t a b l e  

f o r  r e p r e s e n t i n g  s t a t e s  o f  maximum s p i n  m u l t i p l i c i t i e s .

I fhen  d e t e r m i n i n g  t h e  m o l e c u l a r  o r b i t a l s  w h i c h  m in im iz e  t h e  e n e r g y  

f o r  s u c h  a  w a v e f u n c t i o n ,  a  c o n s t r a i n t  m u s t  b e  im p o s e d  f r o m  t h e  o u t 

s e t  u p o n  t h e  f o r m  o f  v a r i a t i o n  i n  o r d e r  t o  m a i n t a i n  t h e  s p i n  sym 

m e t r y  d u r i n g  i t e r a t i o n .  To u n d e r s t a n d  t h e  r e a s o n  f o r  t h i s ,  c o n s i 

d e r  t h e  w a v e f u n c t i o n  d e f i n e d  b y

#  (  z a . , —  C / v ;

................... ( I V . 5 4 )

w h e r e  t h e  i n d i c e s  ( i , j )  s p e c i f y  m o l e c u l a r  o r b i t a l s  w h ic h  a r e  d o u b 

l y - o c c u p i e d  a n d  ( k , l )  t h o s e  w h ic h  a r e  s i n g l y - o c c u p i e d .  ( r , s )  w i l l  

b e  u s e d  t o  s p e c i f y  a n y  o f  t h e  o r b i t a l s  o f  t h e  s e t  d e f i n i n g  ^  , 

A l s o  ±
= V'^Cr) « ( ' 4 )

a n d  % ( . ¥ )  =  V s ^ C X )  . . . . ( I V . 5 5 )

T h u s ,  f o r  d o u b l e - o c c u p a n c y ,  t h e  c o n s t r a i n t

=  Z t U )
...................( I V . 5 6 )

m u s t  b e  o b e y e d .

A n a l y s i s ,  s i m i l a r  t o  t h a t  p r e v i o u s l y  o u t l i n e d  f o r  t h e  c l o s e d -
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s h e l l  c a s e ,  i n d i c a t e s  t h a t  t h e  m o l e c u l a r  o r b i t a l s  a s s o c i a t e d  w i t h  

d i f f e r e n t  s p i n  f u n c t i o n s  a r e ,  i n  g e n e r a l ,  s o l u t i o n s  o f  d i s t i n c t  

H a r t r e e - F o c k  e q u a t i o n s  a n d ,  t h e r e f o r e ,  t h e  a b o v e  c o n s t r a i n t  o f  e q u a 

t i o n  ( I V , 5 6 )  c a n n o t  b e  s a t i s f i e d .

T h e r e  i s ,  h o w e v e r ,  no  a b s o l u t e  n e e d  t o  r e q u i r e  t h a t  t h e  w a v e f u n c 

t i o n  b e  o f  t h e  f o r m  g i v e n  i n  e q u a t i o n  ( I V . 6 4 ) ,  I n  f a c t ,  i t  i s  

known t h a t ,  b y  r e l a x i n g  t h e  c o n s t r a i n t  o f  d o u b l e - o c c u p a n c y  a n d  u s 

i n g  a  p r o j e c t e d  w a v e f u n c t i o n  o f  t h e  f o r m  g i v e n  i n  e q u a t i o n  ( I V , 5 ) ,  

o r  i t s  e q u i v a l e n t ,  c o n s i d e r a b l e  im p r o v e m e n t  c a n  b e  made i n  t h e  d e s 

c r i p t i o n  o f  many s y s t e m s ,  e v e n  t h o s e  w h i c h  may b e  q u i t e  a d e q u a t e l y  

c l a s s i f i e d  a s  b e i n g  o f  c l o s e d - s h e l l  f o r m  ( C h a p t e r  V; P a l k e  e t .  

a l .  ( 1 9 6 9 ) ;  L u n e 11 ( 1 9 7 2 )  ) .

The  H a r t r e e - F o c k  SCF T h e o r y ;  O p e n - S h e l l  S y s t e m s .

T he c o n s t r a i n t  o f  d o u b l e - o c c u p a n c y  i s  im p o s e d  u p o n  t h e  e n s u i n g  

m i n i m i z a t i o n  p r o c e s s  b y  e x p l i c i t l y  r e s o l v i n g  t h e  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  

t o t a l  e n e r g y  i n t o  t e r m s  a r i s i n g  f r o m  t h e  e l e c t r o n s  i n  t h e  d o u b l y -  

a n d  s i n g l y - o c c u p i e d  m o l e c u l a r  o r b i t a l s .  The e n e r g y  e x p r e s s i o n  t h e n  

b e c o m e s

f  (  X  < I
^  I J

I k k,L J

f  ^  / X  f  - %  <  /
^  I  H  J

...................( I V , 5 7 )

w h e r e  ( i , j )  a n d  ( k , l )  a r e  a s  d e f i n e d  p r e v i o u s l y  i n  e q u a t i o n  ( I V . 5 4 )

( =  2 ) a n d  (=  1 ) a r e  t h e  c o r r e s p o n d i n g  o c c u p a t i o n  n u m b e r s .

The d o u b l y -  a n d  s i n g l y - o c c u p i e d  o r b i t a l s  a r e ,  r e s p e c t i v e l y ,  d e f i n -
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e d  i n .  t e r m s  o f  a  s u i t a b l e  b a s i s  s e t  b y  t h e  m a t r i c e s  T; a n d  

a n d  t h e  c o r r e s p o n d i n g  R - m a t r i c e s  a r e  g i v e n  by

£( -  I ,  i f  !
................... ( I V . 5 8 )

T h e  e n e r g y  e x p r e s s i o n  o f  e q u a t i o n  ( I V , 5 7 )  t h e n  b eco m es

................... ( I V . 59 )

w h e r e  h ^  = h  + O .5 G y  ( r  = 1 , 2  ) ;

Gj = G( R | )  + G( ̂ i R j , )

a n d  = G ( a ^  R^) + G(

w i t h

G(R) = J ( R )  -  0 .5 K ( R )

a n d  G^R) = J ( R )  -  K(R)

...................( I V . 6 0 )

J ( R )  a n d  K (R ) a r e  a s  d e f i n e d  i n  e q u a t i o n  ( I V . 3 2 ) .

A s s u m in g  a n  o r t h o n o r m a l  b a s i s  s e t * ,  t h e  o r t h o n o r m a l i t y  c o n s t r a i n t s

b e t w e e n  t h e  m o l e c u l a r  o r b i t a l s  may b e  r e p r e s e n t e d  i n  t e r m s  o f  t h e  

R - m a t r i c e s  a s  f o l l o w s :

/VO "V /V> /V/ /V /V /V
R , =  R, ;  K " - x ’ s ,  R % =  R ^ R ,  = 2

...................( I V , 6 ! )

T he  f i r s t  a n d  s e c o n d  c o n d i t i o n s ,  r e s p e c t i v e l y ,  e x p r e s s  t h e  o r t h o n o r 

m a l i t y  o f  t h e  d o u b l y -  a n d  s i n g l y - o c c u p i e d  o r b i t a l s ;  t h e  t h i r d  c o n 

d i t i o n  e x p r e s s e s  t h e  o r t h o g o n a l i t y  b e tw e e n  t h e  o r b i t a l s  b e l o n g i n g  

t o  d i f f e r e n t  s e t s .

* T h i s  a s s u m p t i o n  g r e a t l y  s i m p l i f i e s  t h e  f o l l o w i n g  a n a l y s i s  b u t  
d o e s  n o t  a f f e c t  t h e  f i n a l  r e s u l t  s i n c e  ZtUc- t h e  o p e r a t o r s  hy.
(  h ^  = J  ; c f .  e q u a t i o n  ( I V . 4 5 ) ) a r e  i n d e p e n d e n t  o f
t h e  c h o i c e  o f  t h e  b a s i s  s e t .  U n d e r  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  o f  e q u a t i o n s  
( I V . 3 4 ) a n d  ( I V . 3 7 ) ,  t h e  m a t r i x  e i g e n v a l u e  e q u a t i o n s

h  T = T JE^ (  o r t h o g o n a l  b a s i s  )
a n d

h  T = S T & ( n o n - o r t h o g o n a l  b a s i s  ) ,

w h e r e h  = h S ^  a n d  T = S ^ T  , a r e  e n u i v a l e n t .
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T he s t a t i o n a r y  v a l u e  o f  e q u a t i o n  ( I V , 5 9 ) ,  w i t h  r e s p e c t  t o  a r b i t r a 

r y  v a r i a t i o n s  o f  t h e  m a t r i c e s  a n d  R ^ , i s  g i v e n  by

w h e r e

h y  = h  +  G ^  ( r  = 1, 2  )

................... ( I V . 6 2 )

The o r t h o n o r m a l i t y  c o n s t r a i n t s  o f  e q u a t i o n  ( I V . 6 1 )  r e q u i r e  t h a t

/V» /V -V -v /V
R^ SR^ + | R ) R |  -  = o

a n d  R, + A f E z  = 2

...................( I V . 6 3 )

T he o r t h o n o r m a l i t y  c o n s t r a i n t s  c a n  be  show n  t o  be  a l s o  e q u i v a l e n t  

t o  t h e  c o n d i t i o n s  t h a t  Rj a n d  R b e  m a t r i x  r e p r e s e n t a t i o n s ,  w i t h

r e s p e c t  t o  t h e  b a s i s ,  o f  p r o j e c t i o n  o p e r a t o r s ,  a n d  0 ^  ,

w h ic h  r e s p e c t i v e l y  d e f i n e  s u b s p a c e s  s p a n n e d  b y  t h e  d o u b l y -  a n d  s i n g 

l y - o c c u p i e d  m o l e c u l a r  o r b i t a l s  ( McWeeny e t .  a l .  (  1969d) ) :

= I  6^(r,.i;') i'isf) iU,'
. . . . ( I V . 6 4 )

w h e r e

e , i x . , x ' p  =  X

a n d

=  %  V L ( 4  V i ( r ' )  =  % ( 2 )  ^
kp

(  c f ,  e q u a t i o n s  ( I V . 2 9 )  t o  ( I V . 3 2 ) ) 

As b e f o r e ,  i  a n d  k  s p e c i f y  d o u b l y -  a n d  s i n g l y - o c c u p i e d  o r b i t a l s ,  

r e s p e c t i v e l y .

w i t h  t h e  r e m a i n i n g  u n o c c u p i e d  m o l e c u l a r  o r b i t a l s ,  a  c o m p le m e n ta r y  

p r o j e c t i o n  o p e r a t o r  a n d  i t s  m a t r i x  r e p r e s e n t a t i o n  may be  d e f i n e d  b y :

^  T ^ )  =  ' / y C T )  =s X ( ^ )  ^ 3  “X
"  V

...................( I V . 6 5 )

w h e r e  v  s p e c i f i e s  u n o c c u p i e d  m o l e c u l a r  o r b i t a l s .
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F u r th e r m o r e ,  s i n c e

S i  ~h ^  -f  ^  a  etjx^y'sjxZitrr’ ^

A l s o ,

A/ A/ -.y»
R , +  R ^ .+  R a  = 1  .

/Va, A/ A/ «V /V A/
£ 3  = R ^  a n d  R f  R3  = R& R y  ( r = l ,  2 )

................... ( I V . 6 6 )

F rom  e q u a t i o n s  ( I V . 6 I ) ,  ( I V , 6 6 ) a n d  ( I V . 6 3 ) ,  t h e  a r b i t r a r y  v a r i a 

t i o n s  i n  t h e  R - m a t r i c e s  m u s t  s a t i a f y  t h e  f o l l o w i n g  e q u a t i o n s :

A/ -V «V A/ /\% A/
R, i S i R i "  -  R,  | R ,  R i
/V» A/ /V «V «V
R, £Rz  R a =  R2. I R ;  R s =  2

a n d  ^  l R r 2 ^  “ 2  (  r  = 1 , 2 ; s  = 1 , 2 , 3  )

...................( I V . 6 7 )

By u s i n g  t h e  g e n e r a l  p r o p e r t i e s  o f  e x p a n d i n g  m a t r i c e s ,  a s s o c i a t e d  

w i t h  t h e  f u l l  s p a c e  s p a n n e d  b y  t h e  b a s i s  0£ o r  b y  t h e  f u l l  s e t  o f  

m o l e c u l a r  o r b i t a l s ,  i n t o  t h e i r  p r o j e c t e d  p a r t s ,  t h e  a r b i t r a r y  v a r i a 

t i o n s ,  a n d  t w h ic h  s a t i s f y  e q u a t i o n  ( I V , 6 7 )  a b o v e ,  a r e  g i v e n

b y

S R y = ( X +  2S^ ) +  ( Z  + )

£Rji. = (  z  + z"^ )  -  ( 2  + y ^  )

...................( I V . 6 8 )

A/ A/ Af
w h e re  Z  “  R / £ 3  >

AX — /V
Z = R, 8 r ,  R, ,  ;

A/ _A# A»
2  = R i l R j R s  ;

a n d  £R  I a n d  SR.. a r e  H e r m i t i a n  m a t r i c e s .

S u b s t i t u t i n g  e q u a t i o n  ( I V , 6 8 ) i n t o  e q u a t i o n  ( I V . 6 2 )  t h e n  g i v e s

^  t r  h ^ x  +  a4j . t r +  t r (  -  a / h ^ ) ^

+  c o m p le x  c o n j u g a t e  = O ,
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a n d  s i n c e  x ,  y a n d  z  a r e  l i n e a r l y  i n d e p e n d e n t ,  t h e n

t r  SR.  R ,  h  . R ,  = 0— / —3 —) —I
A / /V  A /  A /

t r  SR., R .  h  R ,  = 0 —3 — Z  —A"

a n d  t r  SR R < %» h -  h  ) R = 0—  I — # —/ 3,— 3# —/

................... ( I V . 6 9 )

The a b o v e  e q u a t i o n  i s  o n l y  s a t i s f i e d  i f

« 3 ^ , 1 ,  = 0  ;

R h  R = O ;— 3 — x~~ x> — ^
à /  -  -W i l l i  > R ,  = 2 .

...................( I V . 7 0 )

As p o i n t e d  o u t  b y  McWeeny e t .  a l .  ( 1 9 6 9 a ) , t h e  c o m m u t a t i o n  r e l a 

t i o n s  ,

/> / A% ^

£  R.^ -  R ^ "n  = 0  (  r  = 1 ,2  )

...................( I V . 7 1 )

w i t h

» v  A / .  A / /  ^  A / /  A / .  A /  A / .

1  = ^  s i n ,  s i  +  b  R ,  h _ ^ R ,  +  o r I H j R I

.................... ( I V . 7 2 )

* 'V  A f

w h e r e  R ^  = '  JL *" Hr* a n d  a ,  b  a n d  c  a r e  a r b i t r a r y  n o n - z e r o  

c o e f f i c i e n t s ,

a r e  e n t i r e l y  e q u i v a l e n t  t o  t h o s e  o f  e q u a t i o n  ( I V , 7 0 ) .  

U s i n g  e q u a t i o n  ( I V . 5 8 ) ,  t h e  c o m m u ta t io n  c o n d i t i o n s  may be  r e w r i t t e n  

i n  t h e  f o r m

?  i ^ r  = I r  I r  . . . . ( I V . 7 3 )
A» ^  A /

w h e r e  _6r = T 4  £  T^. .

F i n a l l y ,  a s s u m i n g  t h a t  i s  a  d i a g o n a l  m a t r i x  ( c f .  e q u a t i o n

( I V , 5 1) ) ,  t h e  c o lu m n s  o f  T y  ( r  = 1 ,2  )  s a t i s f y  t h e  e q u a t i o n

■ft £  = c . . . . ( I V . 7 4 )
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T h i s  p s e u d o - e i g e n v a l u e  e q u a t i o n  m u s t  a l s o  b e  s o l v e d  i t e r a t i v e l y  

( c f .  e q u a t i o n  ( I V . 5 2 )  )«  More i m p o r t a n t ,  h o w e v e r ,  i s  t h e  f a c t  t h a t  

t h e  s o l u t i o n s  o f  e q u a t i o n  ( I V . 7 4 ) l e a d  a u t o m a t i c a l l y  t o  t h e  o r t h o g 

o n a l i t y  o f  t h e  d o u b l y - o c c u p i e d ,  s i n g l y - o c c u p i e d  a n d  u n o c c u p i e d  o r b i 

t a l s  ,

A l t h o u g h  e q u a t i o n s  ( I V , 5 2 )  a n d  ( I V , 7 4 ) a r e  o f  s i m i l a r  f o r m ,  t h e i r  

e i g e n v a l u e s  do n o t  h a v e  t h e  sam e p h y s i c a l  s i g n i f i c a n c e .  T l i u s , by  

K oopm ans ' t h e o r e m  ( 1 0 3 3 ) ,  t h e  e i g e n v a l u e s  o f  e q u a t i o n  ( I V , 5 2 )  may be  

c o n s i d e r e d  a s  a p p r o x i m a t i o n s  t o  t h e  i o n i z a t i o n  p o t e n t i a l s  o f  t h e  s y s 

t e m ,  H o w e v e r ,  t h e  a c c u r a c y  o f  s u c h  a p p r o x i m a t i o n s  d e p e n d s  c r i t i c a l l y  

u p o n  t h e  c a n c e l l a t i o n  o f  t h e  c o r r e l a t i o n  e n e r g y  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  

t h e  n e u t r a l  a n d  i o n i z e d  s y s t e m s  b y  t h e  r e n o r m a l i z a t i o n  e n e r g y  o f  t h e  

l a t t e r .  The r e n o r m a l i z a t i o n  e n e r g y  i s  h e r e  d e f i n e d  a s  t h e  l o w e r i n g  

i n  t h e  t o t a l  e n e r g y  o f  t h e  i o n i z e d  s y s t e m  w h ic h  r e s u l t s  w hen  t h e  o p 

t im um  o r b i t a l s  f o r  t h e  n e u t r a l  s y s t e m  r e l a x  i n  b e c o m in g  o p t i m a l  f o r  

t h e  l a t t e r .  On t h e  o t h e r  h a n d ,  t h e  e i g e n v a l u e s  o f  e q u a t i o n  ( I V . 7 4 ) 

h a v e  no  p h y s i c a l  s i g n i f i c a n c e  b e c a u s e  o f  t h e  a r b i t r a r y  d e f i n i t i o n  o f  

t h e  e f f e c t i v e  H a m i l t o n i a n  m a t r i x .  R e c e n t l y ,  h o w e v e r ,  Dodds e t .  a l ,

( 1972) h a v e  d e v e l o p e d  a n d  u s e d  a  f o r m  o f  K oopm ans ' t h e o r e m  w h ic h  a p 

p e a r s  t o  b e  h e l p f u l  i n  t h e  i t e r a t i v e  s o l u t i o n  o f  e q u a t i o n  ( I V . 7 4 ) 

a n d  i n  t h e  d i s c u s s i o n  o f  t h e  e n e r g e t i c s  o f  e l e c t r o n i c  t r a n s i t i o n s  

i n  O p e n - S h e l l  s y s t e m s .
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V a le n c e  Bond T h e o r y .

T h i s  m e th o d  i s  a  d i r e c t  d e v e l o p e m e n t  o f  t h e  m e th o d  u s e d  b y  H o i t i e r  

a n d  London  ( 1 9 2 7 )  i n  t h e i r  i n v e s t i g a t i o n  o f  t h e  h y d r o g e n  m o l e c u l e ,  

a n d  a t t e m p t s  t o  a n a l y s e  a n y  p o l y a t o m i c  s y s t e m  b y  t h e  ' a to m s  i n  m o l 

e c u l e s  a p p r o a c h  ‘ , The t h e o r y  c o n s i d e r s  t h e  f o r m a t i o n  o f  m o l e c u l e s  

a s  a r i s i n g  e s s e n t i a l l y  f r o m  t h e  o c c u r r e n c e  o f  c h e m i c a l  b o n d s  w h i c h ,  

i n  t u r n ,  r e s u l t s  f r o m  t h e  p a i r i n g  o f  t h e  s p i n s  o f  e l e c t r o n s  i n  t h e  

s i n g l y - o c c u p i e d  v a l e n c e  o r b i t a l s  o f  t h e  c o n s t i t u e n t  a t o m s .  The w a v e -  

f u n c t i o n s  f o r  t h e  s y s t e m  a r e  t h e n  c o n s t r u c t e d  t o  c o n t a i n  t h e  i n f o r m a 

t i o n  o f  a l l  p o s s i b l e  b o n d s  a s  d e s c r i b e d  b y  t h i s  s p i n - p a i r i n g  p r o c e 

d u r e .

The a b o v e  a p p r o a c h  c a n  b e  show n t o  be  e q u i v a l e n t  t o  t h e  a p p r o x i m a 

t i o n  o f  e q u a t i o n  ( I V , 5 )  w h e re

i )  t h e  o n e - e l e c t r o n  f u n c t i o n s ,  , a r e  t h e  s p i n - o r b i t a l s  o f  t h e  

a to m s  c o n s t i t u t i n g  t h e  m o l e c u l a r  s y s t e m  a n d  no  v a l e n c e  a t o m i c  o r 

b i t a l  o c c u r s  m ore  t h a n  o n c e  i n  d e f i n i n g  t h e  d e t e r m i n a n t a l  f u n c t i o n ,

 ;  a n d

i i )  t h e  d e t e r m i n a n t a l  w a v e f u n c t i o n ,  ------, i s  a  s p i n  e i 

g e n f u n c t i o n  ( C h a p t e r  I I I  ) ,  I f  a l l  t h e  v a l e n c e  e l e c t r o n s  o f  t h e  

s y s t e m  a r e  s p i n - p a i r e d  s o  t h a t  t h e  r e s u l t a n t  e l e c t r o n  s p i n  o f  t h e  

s y s t e m  i s  z e r o ,  t h e n  t h e  w a v e f u n c t i o n  ( e q u a t i o n  ( I V , 5 )  )  r e p r e 

s e n t s  a  s i n g l e t  s t a t e .

I n  o r d e r  t o  i n t e r p r e t  s t e r e o c h e m i c a l  p r o p e r t i e s »  f o r  e x a m p l e ,  t h e  

t e t r a h e d r a l  c o n f i g u r a t i o n  o f  m e t h a n e ,  i t  i s  a d v a n t a g e o u s  t o  c h o o s e  

t h e  o n e - e l e c t r o n  f u n c t i o n s ,  , f o r  t h e  v a l e n c e  e l e c t r o n s  t o  b e

l o c a l i z e d  a n d  t o  p o s s e s s  d i r e c t i o n a l  c h a r a c t e r .  G e n e r a l l y ,  s u c h  o r 

b i t a l s  a r e  c o n s t r u c t e d  b y  u s i n g  l i n e a r  c o m b i n a t i o n s  o f  t h e  a t o m i c  

v a l e n c e  o r b i t a l s  o f  t h e  a to m s  o f  t h e  c o m p le x .  S u c h  o r b i t a l s  a r e  

t e r m e d  h y b r i d  o r b i t a l s .

The V a l e n c e  Bond m e th o d  may a l s o  be  e x t e n d e d  t o  i n c l u d e  C o n f i g u r a 

t i o n  I n t e r a c t i o n  ( C h a p t e r  I I  ) ,  The d e t e r m i n a n t a l  f u n c t i o n s  a r e  

c o n s t r u c t e d  f r o m  a n  e x t e n d e d  b a s i s  o f  a t o m i c  s p i n - o r b i t a l s  w h ic h  i n -
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e l u d e s  some o f  t h e  e x c i t e d  v a l e n c e  s t a t e  o r b i t a l s  o f  t h e  c o n s t i t u e n t  

a t o m s .  The s o t  o f  d e t e r m i n a n t a l  f u n c t i o n s ,  a l s o  c o n 

t a i n s  t h o s e  w h ic h  may b e  c o n s t r u c t e d  w hen t h e  c o n s t r a i n t  o f  p a r a g r a p h  

( i )  a b o v e  i s  r e m o v e d .  F u r t h e r  d i s c u s s i o n  o f  t h i s  m e th o d  i s  g i v e n  by  

McWeeny e t ,  a l ,  ( l 9 6 9 d ) .
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Some R e c e n t  D e v o lo p e m o n ts

I n  many p r o b l e m s  o f  a t o m i c ,  m o l e c u l a r  a n d  s o l i d  s t a t e  p h y s i c s ,  

a  d i s t i n c t i o n  i s  made b e t w e e n  v a l e n c e  a n d  c o r e  e l e c t r o n s ,  w i t h  t h e  

p h y s i c a l  p r o p e r t i e s  o f  t h e  s y s t e m  b e i n g  d e t e r m i n e d  m a i n l y  b y  t h e  

v a l e n c e  e l e c t r o n s .  T h u s ,  f o r  e x a m p l e ,  t h e  a t o m i c  s p e c t r u m  o f  s o d 

iu m  i s  d e t e r m i n e d  e s s e n t i a l l y  b y  t h e  v a l e n c e  e l e c t r o n  o u t s i d e  t h e  

c l o s e d - s h e l l  c o n f i g u r a t i o n  o f  t h e  n e o n  a to m .  M o r e o v e r ,  i n  many mo

l e c u l a r  a n d  s o l i d  s t a t e  p r o b l e m s ,  t h e  b i n d i n g  i s  d e t e r m i n e d  m a i n l y  

b y  t h e  v a l e n c e  e l e c t r o n s ,  t h e  c o r e  r e m a i n i n g  e s s e n t i a l l y  t h e  sam e a s  

f o r  t h e  f r e e  a t o m i c  s y s t e m  ( P i c k u p  e t ,  a l .  ( 1 9 7 2 )  j R a im es  ( 1 9 6 7 )  ) ,  

I t  i s  t h e r e f o r e  n a t u r a l  t o  a t t e m p t  t o  r e d u c e  t h e  q u a n tu m  m e c h a n i 

c a l  a n a l y s i s  o f  s u c h  s y s t e m s  b y  c o n s i d e r i n g  e x p l i c t l y  o n l y  t h e  v a 

l e n c e  e l e c t r o n s .  The c o r e  e l e c t r o n s  a r e  t h e n  o n l y  c o n s i d e r e d  i n  s o  

f a r  a s  t h e y  g i v e  r i s e  t o  some e f f e c t i v e  p o t e n t i a l  i n  w h i c h  t h e  

v a l e n c e  e l e c t r o n s  m ove .

I n  1 9 3 3 , R o se n  e t ,  a l .  made u s e  o f  s u c h  a  f o r m a l i s m  w hen  s t u d y 

i n g  t h e  s o d iu m  d i m e r ,  A s u b s e q u e n t  a r t i c l e  b y  J a m e s  (1 9 3 4 ^  c a s t e d  

some d o u b t  o n  t h e  a u t h e n t i c i t y  o f  s u c h  a n  a p p r o a c h ,  h o w e v e r ,  a n d  

i t  w as  o n l y  t h e  w o rk  o f  O h rn  e t .  a l .  ( 1 9 6 6 )  a n d  t h e  d e v e l o p e m e n t  

o f  t h e  p s e u d o p o t e n t i a l  f o r m a l i s m  w h ic h  p r o v i d e d  a  m a t h e m a t i c a l  j u s 

t i f i c a t i o n  f o r  s u c h  a n  a p p r o x i m a t i o n .

More r e c e n t l y ,  a t t e m p t s  a t  s o l v i n g  t h e  H a r t r e e - F o c k  e q u a t i o n s  f o r  

m o l e c u l a r  s y s t e m s  h a v e  b e e n  made u s i n g  t e c h n i q u e s  d e v e l o p e d  i n  s o l i d

s t a t e  t h e o r y .  T h e s e  m e th o d s  i n c l u d e ,  f o r  e x a m p l e ,  a  v a r i a t i o n  o f  

t h e  G r e e n ’ s  f u n c t i o n  m e th o d  ( S e g a l l  e t ,  a l ,  ( 1 9 6 8 )  ) f o r  e n e r g y  

b a n d  c a l c u l a t i o n s  i n  s o l i d s .  T h i s  p a r t i c u l a r  m e th o d  i s  b r i e f l y  d i s 

c u s s e d  i n  a  l a t e r  s e c t i o n .

A l l  t h e  a b o v e m e n t i o n o d  d e v e lo p o m o n t s  a r e  w i t h i n  t h e  b a s i c  f r a m e 

w o rk  o f  t h e  H a r t r e e - F o c k  o r  V a l e n c e  Bond t h e o r i e s , e a c h  o f  w h ic h  

a r e  known t o  p o s s e s s  c e r t a i n  a d v a n t a g e s  a n d  d i s a d v a n t a g e s .
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I n  p a r t i c u l a r ,  some o f  t h e  a d v a n t a g e s  o f  t h e  H a r t r e e - F o c k  m e th o d  

a r e

1 . )  t h e  e n o rn w u s  c o n c e p t u a l  s i m p l i f i c a t i o n  due  t o  t h e  i n d e p e n d e n t -  

p a r t i c l e  i n t e r p r e t a t i o n  a l l o w e d ;

2 . )  t h e  h i g h  a c c u r a c y  o f  t h e  t o t a l  e n e r g y  o f  t h e  g r o u n d  s t a t e s  o f  

s y s t e m s  i n v e s t i g a t e d ;

3 . )  t h e  h i g h  a c c u r a c y  o f  some s p i n - i n d e p e n d e n t  o n e - e l e c t r o n  p r o 

p e r t i e s ;  a n d

4 . )  t h e  p r a c t i c a b i l i t y  o f  a b  i n i t i o  s o l u t i o n s  f o r  f a i r l y  l a r g e  

m o l e c u l e s ,

H o w e v e r ,  t h e r e  a r e  some s e r i o u s  d e f i c i e n c i e s  i n  t h i s  m e t h o d .

T h e s e  i n c l u d e

1 . )  t h e  p o o r  d e s c r i p t i o n  o f  t h e  s p i n  d i s t r i b u t i o n  n e a r  t h e  n u c l e i  

f o r  n o n - s i n g l e t  s y s t e m s ;

2 . )  d e s p i t e  t h e  h i g h  a c c u r a c y  o f  t h e  t o t a l  e n e r g y ,  t h e  e r r o r  i s  

o f  t h e  o r d e r  o f  t h e  e n e r g i e s  o f  i n t e r e s t ;  f o r  e x a m p l e ,  b i n d i n g  

e n e r g y ;  a n d

3 . )  t h e  i n c o r r e c t  d e s c r i p t i o n  o f  t h e  d i s s o c i a t i o n  o f  m o l e c u l e s  a s  

t h e  n u c l e i  a r e  moved a p a r t  t o  i n f i n i t y  ( L ow din  ( 1 9 5 9 )  ) .

V a r i o u s  a t t e m p t s  h a v e  b e e n  made t o  o v e rc o m e  t h e s e  d e f i c i e n c i e s

w h i l e  r e t a i n i n g  t h e  a d v a n t a g e s  a l r e a d y  m e n t i o n e d .  The m o s t  s u c 

c e s s f u l  o f  t h e s e  a t t e m p t s  t o  d a t e  a p p e a r s  t o  b e  t h e  m e th o d  i n t r o 

d u c e d  by  G o d d a rd  I I I  ( 1 9 6 7 )  a n d  m e n t i o n e d  b r i e f l y  l a t e r  o n .

F i n a l l y ,  a  m e n t i o n  i s  made o f  a  i m t h o d ,  f i r s t  i n t r o d u c e d  by  

E l l i s o n  ( 1 9 6 3 ) ,  w h ic h  h a s  p r o v e d  q u i t e  u s e f u l  f o r  o b t a i n i n g  a p p r o x i 

m a te  n u m e r i c a l  r e s u l t s  f o r  l a r g e r  s y s t e m s  b y  u s i n g  d a t a  f o r  t h e  

g r o u n d  a n d  e x c i t e d  s t a t e s  o f  t h e  d i a t o m i c  a n d  m o n a to m ic  f r a g m e n t s  

o f  t h e  p o l y a t o m i c  a g g r e g a t e .  T h i s  m e th o d  h a s  b e e n  u s e d  h e r e  t o  d e 

r i v e  a p p r o x i m a t e  e x p r e s s i o n s  f o r  t h e  g r o u n d  s t a t e  e n e r g i e s  o f  some 

o f  t h e  s y s t e m s  i n v e s t i g a t e d .
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The P s e u d o p o t o n t i a l  F orm alism * Model H a m i l t o n i a n s .

I n  t h e  H a r t r e e - F o c k  t h e o r y ,  t h e  w a v e f u n c t i o n  d e s c r i b i n g  a  s t a t e  

o f  a  m a n y - e l e c t r o n  s y s t e m  i s  r e p r e s e n t e d  by  a  s i n g l e  d e t e r m i n a n t a l  

f u n c t i o n  i n  w h i c h  t h e  s i n g l e - e l e c t r o n  o r b i t a l s  a r e  t h e  s o l u t i o n s  

o f  a n  e q u a t i o n  o f  t h e  f o r m  ( C h a p t e r  IV )

^  ^  =  6  ^  ,  (V .  1)

w h e r e  y i S  i s  t h e  H a r t r e e  F o c k  o p e r a t o r ,  a n d  t h e  o r b i t a l s ,  ,

a r e  m u t u a l l y  o r t h o g o n a l .  I n  p a r t i c u l a r ,  e a c h  o f  t h e  v a l e n c e  o r b i t a l s  

i s  o r t h o g o n a l  t o  e a c h  o f  t h e  c o r e  o r b i t a l s .

F o r  c o r e s  c o n t a i n i n g  many e l e c t r o n s ,  t h e  a b o v e  o r t h o g o n a l i t y  r e 

q u i r e m e n t  p r e s e n t s  l a r g e  m a t h e m a t i c a l  d i f f i c u l t i e s .  The p s e u d o p o 

t e n t i a l  a p p r o a c h  a t t e m p t s  t o  c i r c u m v e n t  s u c h  d i f f i c u l t i e s  b y  i n t r o 

d u c i n g  a  r e p u l s i v e  p o t e n t i a l  i n t o  t h e  e q u a t i o n  f o r  t h e  v a l e n c e  o r 

b i t a l s ,  T h i s  p o t e n t i a l  w i l l  s i m u l t a n e o u s l y  a c c o u n t  f o r  t h e  d e e p  

C oulom b w e l l  i n s i d e  t h e  c o r e  o f  t h e  s y s t e m  a n d  t h e  l a r g e  k i n e t i c  

e n e r g y  o f  t h e  v a l e n c e  e l e c t r o n s  t h e r e ,  a s  i s  e v i d e n t  b y  t h e  r a p i d  

o s c i l l a t i o n s  o f  t h e i r  o r b i t a l s  i n  t h e  c o r e  r e g i o n .  C o n c u r r e n t l y ,  

t h e  P a u l i  E x c l u s i o n  P r i n c i p l e  i s  o b e y e d ,  a s  t h e  r e p u l s i v e  p o t e n t i a l  

k e e p s  t h e  v a l e n c e  e l e c t r o n s  o u t  o f  t h e  c o r e  r e g i o n .

E a c h  v a l e n c e  e l e c t r o n  i s  t h e n  c o n s i d e r e d  t o  move i n  t h e  r e s u l t a n t  

p o t e n t i a l  c o n s i s t i n g  o f  t h e  n u c l e a r  p o t e n t i a l ,  t h e  C oulom b a n d  E x 

c h a n g e  p o t e n t i a l s  a r i s i n g  f r o m  a l l  t h e  o t h e r  e l e c t r o n s  ( c o r e  a n d  

v a l e n c e  ) o f  t h e  s y s t e m  a n d  t h e  p s e u d o p o t e n t i a l  a r i s i n g  f r o m  t h e

c o r e  e l e c t r o n s .  The c o r e  e l e c t r o n s  a r e  c o n s i d e r e d  i n  s o  f a r  a s  t h e y  

d e t e r m i n e  t h e  e x a c t  f o r m  o f  t h e  c o r e  p o t e n t i a l .

M a t h e m a t i c a l  T h e o r y .

C o n s i d e r  a  s y s t e m ,  c o n s i s t i n g  o f  (  2N + 1 ) e l e c t r o n s ,  t o  b e  i n  

a  s t a t e  r e p r e s e n t e d  b y  a  s i n g l e  d e t e r m i n a n t a l  f u n c t i o n .  Assume 

t h a t  t h e  e l e c t r o n s  c a n  be  p a r t i t i o n e d  i n t o  a  c l o s e d - s h e l l  c o r e .



77

c o n s i s t i n g  o f  2N e l e c t r o n s ,  a n d  a n  o p e n  s h e l l ,  c o n t a i n i n g  o n ô ‘ v a 

l e n c e  e l e c t r o n .

U s i n g  t h e  e x p r e s s i o n s  g i v e n  i n  e q u a t i o n s  ( I I I . 4 3 )  a n d  ( i l l , 5 0 ) ,  

t h e  e n e r g y  o f  t h i s  s t a t e  i s  g i v e n  by

/ /

+  - f  ^  I  , a < ^ / z . y >  -  < ^ / u ^ > ' )

. . . . ( V . 2 )

w h e r e  =  S  6 /

The s u m m a t io n s  a r e  o v e r  t h e  o c c u p i e d  s p a t i a l  o r b i t a l s ,  )  , o f

t h e  c o r e  a n d  d e s i g n a t e s  t h e  s p a c e  o r b i t a l  o f  t h e  v a l e n c e

e l e c t r o n .

The o p t im u m  c o r e -  a n d  v a l e n c e - o l e c t r o n  o r b i t a l s  a r e  d e t e r m i n e d  by  

m i n i m i z i n g  e q u a t i o n  ( V . 2 )  w i t h  r e s p e c t  t o  a n y  v a r i a t i o n  o f  t h e  o r b i 

t a l s ,  s u b j e c t  t o  t h e  c o n d i t i o n  t h a t  t h e y  r e m a i n  o r t h o n o r m a l .  I n  

p a r t i c u l a r ,  t h e  v a r i a t i o n  o f  t h e  v a l e n c e  o r b i t a l  g i v e s  t h e  e q u a t i o n

^ ( 2 7 ) ^ 0 7 )  -  2̂  f i i - i  -  -  o

*  . . . . ( V . 3 )

a s  t h e  n e c e s s a r y  c o n d i t i o n  f o r  t h e  minimum v a l u e  o f  , s u b j e c t

t o  t h e  o r t h o n o r m a l i t y  c o n s t r a i n t .

/  M .  ^

f-  2  ^  é> :
a n d  /  & ( 2 ; )

êvj = J  ^  • (y )

y ^ ( j )  i s  a s  d e f i n e d  i n  e q u a t i o n  ( I V , 2 ) .

E q u a t i o n  ( V . 3 ) may a l s o  b e  w r i t t e n  i n  t h e  fo rm

(  ; _  ^  )  ^ ( 2 7 )  Ÿ ^ C S i )

A ^
w h e r e  0  =  %  / ' f c ( X ) X - / i C r ' )  /

(V.5)
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S i n c e  t h e  v a l e n c e  o r b i t a l  i s  o r t h o g o n a l  t o  t h e  c o r e  o r b i t a l s ,

.................... ( V . 6 )

a n d  t h u s  e q u a t i o n  ( V , 5 )  c a n  be  w r i t t e n  a s

( 7 — 0 ) ( 7— <0 } C 7 — Ô )
.................... ( V .7 )

o r

ko> -f- V j p i ^ . )  =*  ( V . 8 )

w h e re

^  0 — 0 -f 0  -f" £U»»  ̂ ^

The c o r e  o r b i t a l s  a l s o  s a t i s f y  e q u a t i o n s  ( V . 7 )  a n d  ( V . 8 ) s i n c e

i i - b )  = 0
....................( V . 9 )

b e c a u s e  o f  t h e  o r t h o n o r m a l i t y  o f  t h e  c o r e  o r b i t a l s .

C o n s i d e r  some a r b i t r a r y  f u n c t i o n ,  % (2T ) , w h ic h  i s  n o t  o r t h o g 

o n a l  t o  t h e  c o r e  o r b i t a l s .  T he f u n c t i o n ,  (l7 — O) ^ ( % )  , i s  h o w e v e r  

o r t h o g o n a l  t o  a l l  t h e  c o r e  o r b i t a l s  s i n c e ,  f o r  a n y  c o r e  o r b i t a l ,

= 0 ,  b y  e q u a t i o n  ( V . 9 ) ,

The f i r s t  e q u a l i t y  h o l d s  b e c a u s e  o f  t h e  H e r m i t i a n  p r o p e r t y  o f  t h e  

o p e r a t o r ,  ( 7  -  Ô ) ,

F u r t h e r m o r e ,  i f  i s  c h o s e n  t o  be o f  t h e  f o rm

V

X ( 4  =  T / i C r )  +  J Z  ,   ( v . , 0 )

t h e n

( 7 - 0 ^ _ X ( r )  =  ( j  -  Ô  )

a n d  t h u s  t h e  f u n c t i o n ,  ( f  — O) , a l s o  s a t i s f i e s  e q u a t i o n  ( V , 7 ) ;

t h a t  i s ,  X ( —-) s a t i s f i e s  e q u a t i o n  ( V ,8 ) ,

U n d e r  t h e  a s s u m p t i o n  t h a t  t h e  c o r e  a n d  v a l e n c e  o r b i t a l s  a r e  e i g e n 

f u n c t i o n s  o f  t h e  sam e H a r t r e e  F o c k  o p e r a t o r ,  t h e n  t h e  o p e r a t o r s .



7 9

0  a n d  , co m m u te .  T h e r e f o r e ,  f r o m  e q u a t i o n  ( V . 8 ) ,

=  (  -  Ai> Y" )  0

s i n c e

.................... ( V . 1 1 )

Ô "  =  g  .

F u r t h e r m o r e ,

a n d ,  t h e r e f o r e ,

A/

................... ( V . 1 2 )

T h i s  i s  t h e  P h i H i p s - K l e i n m a n n  ( i 9 6 0 )  f o r m  o f  t h e  p s e u d o p o t e n t i a l .

W eekes e t ,  a l ,  ( 1 9 6 8 ,  1 9 6 9 )  h a v e  g e n e r a l i z e d  t h e  a b o v e  f o r m  o f  t h e  

p s e u d o p o t e n t i a l  b y  d e f i n i n g

A'

2 ^  =  Z  / f t i ) X p ( 2 ) l  .................... (V . 13>

C h o o s i n g ,  i n  p a r t i c u l a r . sr C »

w h e r e  ^  ^  , a s  b e f o r e ,

a n d  / E  i s  a n y  a r b i t r a r y  n u m b e r ,

t h e n  t h e  c o r e  e i g e n f u n c t i o n s  a r e  a l s o  e i g e n f u n c t i o n s  o f  t h e  o p e r a t o r

( h j ,  +  )

w i t h  e i g e n v a l u e ,  E ,  The v a l e n c e  s p e c t r u m ,  h o w e v e r ,  r e m a i n s  u n c h a n 

g e d  s i n c e

b e c a u s e  o f  t h e  o r t h o n o r m a l i t y  o f  t h e  e i g e n f u n c t i o n s  o f  4 \y iX )  .

I f  t h e  n u m b e r ,  E» i s  c h o s e n  l a r g e  a n d  p o s i t i v e ,  t h e  l o w e s t  e i g e n 

v a l u e  o f  t h e  o p e r a t o r

( h *  +  V , l )

i s  t h e  l o w e s t  v a l e n c e  e i g e n v a l u e .  T h u s ,  i t  i s  p o s s i b l e  t o  u s e  a n

a r b i t r a r y  t r i a l  f u n c t i o n  i n  a  v a r i a t i o n a l  s o l u t i o n  o f  t h e  e i g e n v a l u e  

e q u a t i o n  ^

+  X  ( £ -  X ( x )

=  6  X ( - )   (V .  14 )
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w i t h o u t  c o l l a p s e  i n t o  t h e  c o r e  l e v e l s .  The t r i a l  f u n c t i o n  c o n v e r g e s  

t o  t h e  t r u e  o r t h o g o n a l  v a l e n c e  f u n c t i o n ,  )  , a n d  d o e s  n o t  p o s 

s e s s  t h e  a r b i t r a r y  c o r e  c o n t r i b u t i o n  o f  e q u a t i o n  ( V . I O ) .

I n  o r d e r  t o  u s e  a n y  o f  t h e  f o r m a l i s m s  d i s c u s s e d  ( e q u a t i o n s  ( V , 1 2 )  

a n d  (V .  14 ) ) ,  i t  i s  n e c e s s a r y  t o  know t h e  e x a c t  c o r e  e i g e n f u n c t i o n s  

o f  t h e  H a r t r e e - F o c k  o p e r a t o r ,  A ^ C r ) .  F u r t h e r m o r e ,  t h e  e x c h a n g e  a n d  

p s e u d o p o t e n t i a l  o p e r a t o r s  a r e  n o n - l o c a l  a n d  t h e  s o l u t i o n  o f  t h e  H a r 

t r e e - F o c k  e q u a t i o n  f o r  t h e  v a l e n c e  o r b i t a l s  y é t  r e q u i r e s  t h e  e v a l u a 

t i o n  o f  many t w o - e l e c t r o n  i n t e g r a l s  b e t w e e n  t h e  v a l e n c e  a n d  c o r e  o r 

b i t a l s  ( s e e  f o l l o w i n g  d i s c u s s i o n  ) ,

The a b o v e  c o n s i d e r a t i o n s ,  c o u p l e d  w i t h  t h e  d i f f i c u l t y  o f  s i m u l t a n 

e o u s l y  d e t e r m i n i n g  s m o o th  p s e u d o w a v e f u n c t i o n s  a n d  p s e u d o p o t e n t i a l s  

( W eekes e t .  a l .  (  l o c ,  c i t .  ) ) ,  h a v e  r e s u l t e d  i n  t h e  p s e u d o p o t e n 

t i a l  f o r m a l i s m  b e i n g  u s e d  t o  s u g g e s t  s u i t a b l e  m o d e l  H a m i l t o n i a n s  f o r  

t h e  i n v e s t i g a t i o n  o f  l a r g e  s y s t e m s .  By c o n s t r u c t i o n ,  t h e  e n e r g y  o f  

t h e  v a l e n c e  e l e c t r o n  i s  made f r e e  f r o m  v a r i a t i o n a l  c o l l a p s e  i n t o  t h e  

c o r e  v a l u e s ,

A p p r o x im a te  N u m e r i c a l  S o l u t i o n s  O f H a r t r e e - F o c k  E q u a t i o n s  ,

F o r  a  s y s t e m  o f  N e l e c t r o n s  m o v in g  i n  some f i x e d  n u c l e a r  f r a m e 

w o r k ,  t h e  H a r t r e e - F o c k  o p e r a t o r  o f  e q u a t i o n  ( V . 1) i s  d e f i n e d  b y

j S d )  =  - f  X  / / ' A  ( % . ) / *  ^

H  4 7 ^   <V.15)

w h e r e  t h e  s u m m a t io n s  a r e  o v e r  t h e  o c c u p i e d  s p i n - o r b i t a l s  o f  t h e  s y s 

t e m .  The s e c o n d  a n d  t h i r d  t e r m s ,  r e s p e c t i v e l y ,  r e p r e s e n t  t h e  a v e r 

a g e  c o u lo m b  a n d  e x c h a n g e  i n t e r a c t i o n s  b e tw e e n  t h e  e l e c t r o n s  o f  t h e  

s y s t e m ;  y ^ ( i )  i s  a s  d e f i n e d  i n  e q u a t i o n  ( I V . 2 ) ,

T h u s  f a r ,  i t  h a s  b e e n  p o s s i b l e  t o  d e t e r m i n e ,  e i t h e r  a n a l y t i c a l l y



o r  n u m e r i c a l l y ,  s o l u t i o n s  f o r  t h e  H a r t r e e - F o c k  e q u a t i o n s  o n l y  f o r  

a to m s  a n d  s m a l l  m o l e c u l a r  s y s t e m s .  The m a in  h i n d r a n c e  t o  t h e  i n 

v e s t i g a t i o n  o f  l a r g e r  s y s t e m s  i s  t h e  l a r g e  n u m b e r  o f  t w o - e l e c t r o n  

i n t e g r a l s  w h i c h  n e e d  t o  b e  c o m p u te d  i n  t h e  u s u a l  R o o t h a a n - H a r t r e e  

F o c k  e q u a t i o n s *  ( C h a p t e r  IV ) a n d ,  m ore  i m p o r t a n t ,  t h e  n o n - l o c a l  

c h a r a c t e r  o f  t h e  e x c h a n g e  t e r m .  H o w ev e r ,  much p r o g r e s s  h a s  b e e n  

made i n  t h e  s t u d y  o f  l a r g e  m o l e c u l e s  a n d  s o l i d s  b y  a p p r o x i m a t i n g  

t h e  a b o v e  e x c h a n g e  t e r m  b y  som e s u i t a b l e  a v e r a g e  o v e r  t h e  d i f f e r e n t  

o r b i t a l  e x c h a n g e  p o t e n t i a l s  ( S l a t e r  ( 1 9 6 8 ,  1972) ) :

~ EC^/yir) X
'   ( V . I 6 )

w h e r e  cC i s  a  p a r a m e t e r  ( c f .  t h e o r y  o f  F r e e  E l e c t r o n  Gas ) ,

W i th  t h i s  a p p r o x i m a t i o n ,  t h e  H a r t r e e - F o c k  o p e r a t o r  o f  e q u a t i o n  

( V . 15) becom es

=  -  V f  / a  +  %  ( 0

w h e r e

% U )  = -  X  i
e-  ( v . , 7 )

I t  i s  t h e n  u s u a l  t o  r e p l a c e  t h e  a b o v e  p o t e n t i a l ,  1/olCi )  » b y  a n 

o t h e r  o n e  o f  ' m u f f i n - t i n  ' f o r m ,  i n  w h ic h  ' ^ 0 )  i s  s p h e r i c a l l y  

a v e r a g e d .  The s p h e r i c a l l y  a v e r a g e d  p o t e n t i a l  i s  t h e n  u s e d  i n  c o n 

j u n c t i o n  w i t h  ’ m u l t i p l e - s c a t t e r i n g  ’ t h e o r y  ( S e g a l l  e t ,  a l .

( l o c .  c i t .  ) ) t o  o b t a i n  a p p r o x i m a t e  n u m e r i c a l  s o l u t i o n s  o f  e q u a 

t i o n  ( V . l ) .  A d i r e c t  c o m p a r i s o n  o f  t h e  s o l u t i o n s  o b t a i n e d  b y  t h i s  

m e th o d  w i t h  t h o s e  o f  t h e  a c c u r a t e  H a r t r e e - F o c k  e q u a t i o n s  i s  g i v e n  

by  S l a t e r  e t .  a l ,  ( 1 9 6 9 ) .

The m a in  a d v a n t a g e  o f  t h i s  m e th o d  i s  t h e  s i g n i f i c a n t  r e d u c t i o n  

i n  c o m p u t a t i o n a l  t i m e  s i n c e  no  t w o - e l e c t r o n  o r  m u l t i - c e n t r e  i n t e 

g r a l s  n e e d  b e  e v a l u a t e d .  H o w e v e r ,  t h e  m e th o d  i s  e x p e c t e d  t o  g i v e

* S e e ,  h o w e v e r ,  C l e m e n t i  ( 1 9 7 2 )  w h e r e  a  now t i m e - s a v i n g  sc h e m e  f o r  
e v a l u a t i n g  t h e  t w o - e l e c t r o n  i n t e g r a l s  i s  p r o p o s e d  a n d  t e s t e d .
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p o o r  r e s u l t s  w hen  a p p l i e d  t o  s m a l l  m o l e c u l e s  a s  t h e  ' m u f f i n - t i n  ' 

p o t e n t i a l  i n c o r r e c t l y  d e s c r i b e s  t h e  s e l f - c o n s i s t e n t  p o t e n t i a l  i n  

t h e  r e g i o n  b e t w e e n  t h e  a to m s  ( F r i c k e r  e t .  a l ,  ( l 9 7 l )  ) .

G o d d a rd  I I I  M ethod  ,

R e c e n t l y ,  G o d d a rd  I I I  ( 1 9 6 7 )  h a s  d e v e l o p e d  a  t h e o r y  o f  many e l e c 

t r o n  s y s t e m s  w h i c h  i n c o r p o r a t e s  many o f  t h e  a d v a n t a g e s  o f  b o t h  t h e  

V a l e n c e  a n d  M o l e c u l a r  O r b i t a l  t h e o r i e s ,  a s  w e l l  a s  o v e r c o m i n g  many 

o f  t h e i r  d e f i c i e n c i e s .

I t  h a s  a l r e a d y  b e e n  m e n t i o n e d  i n  C h a p t e r  IV  t h a t  t h e  r e m o v a l  o f  

t h e  c o n s t r a i n t  o f  d o u b l e - o c c u p a n c y  o f  t h e  m o l e c u l a r  o r b i t a l s  i n  t h e  

H a r t r e e - F o c k  m e th o d  g e n e r a l l y  r e s u l t s  i n  a  l o w e r  v a r i a t i o n a l l y  d e 

t e r m i n e d  e n e r g y  f o r  t h e  s y s t e m .  H o w e v e r ,  i n  t h e  u n r e s t r i c t e d  H a r 

t r e e - F o c k  m e th o d ,  t h e  s i n g l e  d e t e r m i n a n t a l  f u n c t i o n  i s  n o  l o n g e r  a  

s p i n  e i g e n f u n c t i o n  (  s e e  e q u a t i o n  ( I V , 5 4 ) e t ,  s e q ,  ) ,  I t  i s  p o s s i 

b l e  t o  p r o j e c t  o u t  f r o m  t h i s  u n r e s t r i c t e d  f u n c t i o n  t h e  c o m p o n e n t  o f  

c o r r e c t  s p i n  s y m m e try ,  b u t  t h e  o n e - e l e c t r o n  o r b i t a l s  w i l l  n o t  b e  

o p t im u m  f o r  t h e  p r o j e c t e d  w a v e f u n c t i o n  ( L ow din  ( l o c ,  c i t .  ) ) ,

The c o r r e c t  s o l u t i o n  i s  o b t a i n e d  b y  o p t i m i z i n g  t h e  o r b i t a l s  a f 

t e r  t h e  p r o j e c t i o n  h a s  b e e n  p e r f o r m e d .  U n f o r t u n a t e l y ,  t h i s  p r o c e 

d u r e ,  t h e  s p i n - p o l a r i z e d  E x t e n d e d  H a r t r e e - F o c k  m e th o d ,  h a s  b e e n  

r a t h e r  d i f f i c u l t  t o  u s e  b e c a u s e  o f  i n h e r e n t  n o n - o r t h o g o n a l i t y  p r o 

b l e m s .  H o w e v e r ,  G o d d a rd  I I I  h a s  b e e n  a b l e  t o  d e v e l o p  a  m e th o d  

w h i c h ,  a l t h o u g h  g i v i n g  w a v e f u n c t i o n s  w h ic h  a r e  e q u i v a l e n t  t o  t h o s e  

w h ic h  w o u ld  be  o b t a i n e d  by  t h e  a b o v e  p r o j e c t i o n  p r o c e d u r e ,  c i r c u m 

v e n t s  many o f  t h e  a b o v e  d i f f i c u l t i e s .  T h i s  i s  d o n e  b y  t h e  u s e  o f

a  p r o j e c t i o n  o p e r a t o r  h a v i n g  t h e  p r o p e r t y  t h a t  i t  p r o j e c t s  f r o m  

a n y  a r b i t r a r y  m a n y - e l e c t r o n  f u n c t i o n ,  a  f u n c t i o n  w h i c h  h a s  a
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d e f i n i t e  s p i n  sy m m e try  a n d  s a t i s f i e s  P a u l i ' s  E x c l u s i o n  P r i n c i p l e ,  

S u c h  a  f u n c t i o n  may g e n e r a l l y  b e  e x p r e s s e d  a s  a  l i n e a r  c o m b i n a 

t i o n  o f  S l a t e r  d e t e r m i n a n t a l  f u n c t i o n s :

^  C  ÿcrüUayut )  — jQ  =  2 “
f c  .................... ( V .1 8 )

w h e r e  ^ C. ^  ^  )

^  r :  ^^< rcL d  ^

.................... ( V .1 9 )

=  H

a n d  t h e  e x p a n s i o n  c o e f f i c i e n t s  a r e  d e t e r m i n e d  by  e q u a t i o n  ( V . 1 9 ) .

^  a n d  X ^ M }  a r e  p r o d u c t s  o f  s i n g l e - e l e c t r o n  o r b i t a l  a n d  s p i n -  

f u n c t i o n s ,  r e s p e c t i v e l y .

T h i s  t h e o r y  i s  s u c c e s s f u l  s i n c e  i t  i s  p o s s i b l e  t o

1 . )  d e t e r m i n e  p s e u d o - e i g e n v a l u e  e q u a t i o n s ,  s i m i l a r  t o  t h o s e  o f  t h e  

H a r t r e e - F o c k  m e th o d ,  f o r  f i n d i n g  t h e  o p t im u m  o r b i t a l s  o f  ^  ;

a n d

2 . )  c o m p u te  e x p e c t a t i o n  v a l u e s  o f  v a r i o u s  p r o p e r t i e s  f o r  t h e  s t a t e  

o f  t h e  s y s t e m  r e p r e s e n t e d  b y  e q u a t i o n  ( V . 1 8 ) ,

a n d  a r i s e s *  b e c a u s e  o f  c e r t a i n  s i m p l i f i c a t i o n s  r e s u l t i n g  f r o m  t h e  

p r o p e r t i e s  o f  t h e  p r o j e c t i o n  o p e r a t o r ,

O t h e r  g r e a t  a d v a n t a g e s  o f  t h e  m e th o d  a r e  a s  f o l l o w s :

1 . )  A l t h o u g h  t h e  G o d d a rd  f u n c t i o n  i s  e s s e n t i a l l y  a  m a n y - d e t e r m i n 

a n t a l  f u n c t i o n ,  i t  s t i l l  p e r m i t s  a n  i n d e p e n d e n t - p a r t i c l e  d e s c r i p 

t i o n  o f  t h e  s y s t e m .  T h i s  i s  b e c a u s e  o f  t h e  p o s s i b i l i t y  o f  d e r i 

v i n g  o n e - e l e c t r o n  e q u a t i o n s ,  e n t i r e l y  a n a l o g o u s  t o  t h e  H a r t r e e -  

F o c k  e q u a t i o n s ,  i n  w h i c h  e a c h  e l e c t r o n  may be  c o n s i d e r e d  t o  move

i n  t h e  p o t e n t i a l  f i e l d  a r i s i n g  f r o m  t h e  n u c l e a r  f r a m e w o rk  a n d  a l l  

t h e  o t h e r  e l e c t r o n s  o f  t h e  s y s t e m .

I t  i s  n o t  n e c e s s a r y  t o  u s e  t h e  s e r i e s  e x p a n s i o n  o f  e q u a t i o n  (V .  1 8 ) .
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2 . )  The i n c r e a s e d  f l e x i b i l i t y  i n  t h e  o r b i t a l  p a r t  o f  t h e  w a v e f u n c 

t i o n  a l l o w s  a  b e t t e r  d e s c r i p t i o n  o f  t h e  c h a r g e  d i s t r i b u t i o n  i n  t h e  

m a n y - e l e c t r o n  s y s t e m .  I n  p a r t i c u l a r ,  s u c h  a  w a v e f u n c t i o n  d o e s  d i s 

s o c i a t e  p r o p e r l y  a s  t h e  n u c l e i  o f  t h e  p o l y a t o m i c  s y s t e m  move t o  i n 

f i n i t y ,  a n d ,  t h e r e f o r e ,  c a n  b e  u s e d  f o r  i n v e s t i g a t i o n  o f  t h e  p r o 

c e s s e s  o f  b i n d i n g  i n  m o l e c u l e s  o r  s o l i d s .

3 « )  A much b e t t e r  d e s c r i p t i o n  o f  t h e  s p i n  d i s t r i b u t i o n  i n  t h e  s y s 

t e m ,  e s p e c i a l l y  n e a r  t h e  n u c l e i ,  i s  g i v e n .

The P i  a t o m i c s - I n - M o  l e c v i l e  M ethod  ,

I n  t h e  V a l e n c e  Bond D e s c r i p t i o n  o f  t h e  e l e c t r o n i c  s t a t e s  o f  a  m o l

e c u l a r  s y s t e m ,  e a c h  s t a t e  f u n c t i o n ,  , i s  e x p r e s s e d  i n  t e r m s

o f  a  f i n i t e  s e t  o f  V a l e n c e  Bond f u n c t i o n s ,  *

^  s= - 2 ]  ..............( V . 2 0 )

E l l i s o n  ( 1 9 6 3 )  h a s  show n t h a t  t h e  e n e r g y  m a t r i x  e l e m e n t s ,

=  y  A - , ................... ................... ( V . 2 1 )

n e e d e d  t o  s o l v e  t h e  r e s u l t i n g  s e c u l a r  e q u a t i o n  ( c f .  e q u a t i o n s  

( 1 1 1 , 4 ) ( I I I . 12) ) may be e x p r e s s e d  i n  a n  a p p r o x i m a t e  b u t  w e l l -  

d e f i n e d  m a n n e r  i n  t e r m s  o f  t h e  g r o u n d -  a n d  e x c i t e d - s t a t e  e n e r g i e s  

o f  a l l  t h e  p o s s i b l e  d i a t o m i c  a n d  m o n a to m ic  f r a g m e n t s  o f  t h e  s y s t e m

a n d  o f  t h e  o v e r l a p  i n t e g r a l s ,

=  S  ^ ............ ...................( V . 2 2 )

T h i s  p o s s i b i l i t y  a r i s e s  s i n c e  t h e  H a m i l t o n i a n  o p e r a t o r  may b e  e x 

p r e s s e d  i n  t e r m s  o f  ' d i a t o m i c  ' a n d  ' m o n a to m ic  '  c o m p o n e n t s  a s  

f o l l o w s ;
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=  -2 ,  ( V . 2 3 )
f> C l ' P

..PO.
w h e r e  t h e  o p e r a t o r ,  , i s  d e f i n e d  t o  c o n t a i n  a l l  t h o s e  i n t e r 

a c t i o n s  i n v o l v i n g  e l e c t r o n s  a s s i g n e d  t o  a t o m s ,  P a n d  Q , i n  t h e  d e 

t e r m i n a n t a l  f u n c t i o n  u p o n  w h ic h  i t  o p e r a t e s ;  a n  a n a l o g o u s  d e f i n i t i o n  

h o l d s  f o r  • T he  s u m m a t io n  i s  o v e r  a l l  t h e  a to m s  o f  t h e  m o l 

e c u l e .

E q u a t i o n  ( V .2 1 )  may t h e n  be  r e w r i t t e n  a s

^ (  / g T <ts- +  )

** ^  ~  J2 I  ' ^ W V
P2jŜ  P  ••••(v«24)

w i t h

M tL  +  .

ACZ = S  4s- .  . . . . ( V . 2 5 )

S i m i l a r  e x p r e s s i o n s  h o l d  f o r  .

T h u s  f a r ,  no  a p p r o x i m a t i o n  h a s  b e e n  made i n  t h e  t h e o r y .  Any e r 

r o r  r e s u l t i n g  c a n  b e  a t t r i b u t e d  t o  t h e  u s e  o f  a  f i n i t e  e x p a n s i o n  

s e t  i n  e q u a t i o n  ( V , 2 0 ) .

E v a l u a t i o n  Of M a t r i x  E l e m e n t s .

The V a le n c e  Bond f u n c t i o n ,  , i s  a  d e t e r m i n a n t a l  f u n c t i o n ,

o r  a  l i n e a r  c o m b i n a t i o n  o f  t h e m ,  e x p r e s s i b l e  i n  t h e  f o r m

=  A  . . . . . ( V . 2 G )

[ ] i s  i n  g e n e r a l  a  l i n e a r  c o m b i n a t i o n  o f  s i m p l e  p r o d u c t s  o f

a t o m i c  s p i n - o r b i t a l s  a n d  A i s  t h e  t o t a l  a n t i s y m m e t r i z a t i o n  o p e r a 

t o r ,  T h i s  may i n  t u r n  be  p a r t i t i o n e d  a s  f o l l o w s ;

.................

w h e re  t h e  o p e r a t o r ,  a n t i s y m m e t r i z e s  t h e  s e t  o f  e l e c t r o n s

w h ic h  a r e  n o t  o r i g i n a l l y  a s s i g n e d  t o  t h e  d i a t o m i c  f r a g m e n t ,  PQ ;
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a n t i s y m m e t r i z o s  t h e  s e t  o f  e l e c t r o n s  w h ic h  a r e  o r i g i n a l l y  a s 

s i g n e d  t o  PQ , a n d  i s  t h e  a n t i s y m m e t r i z e r  w h i c h  c o m p l e t e s

t h e  i d e n t i t y .  As m e n t i o n e d  b e f o r e ,  t h e  a s s i g n m e n t  o f  e l e c t r o n s  i s

Pù.
s p e c i f i e d  b y  t h e  f u n c t i o n  u p o n  w h ic h  t h e  o p e r a t o r ,  ,  o p e r a t e s .

E q u a t i o n  ( V ,2 5 )  t h e n  beco m es

A M  4 s  

=  I  ^  A ^  Ap^ C '4 v J  4 s
...................( V ,2 8 )

s i n c e  A^f^^ com m utes  w i t h  ,
Pa /

C o n s i d e r  o n e  o f  t h e  p r o d u c t s ,  » o f  [ ,

T h e n ,
psi ^ C P G O

....................( V ,2 9 )

w h e r e  a n d  a r e  d e t e r m i n a n t a l  f u n c t i o n s  t o t a l l y  a n t i 

s y m m e t r i c  w i t h  r e s p e c t  t o  t h o s e  e l e c t r o n s  i n  t h e  s e t  b e l o n g i n g  t o  

a n d  n o t  b e l o n g i n g  t o  t h e  d i a t o m i c  f r a g m e n t ,  PQ , r e s p e c t i v e l y .

I f  i t  i s  a s s u m e d  t h a t  t h e  known e i g e n f u n c t i o n s  o f  t h e  g r o u n d -  

a n d  e x c i t e d - s t a t e s  o f  t h e  d i a t o m i c  m o l e c u l e ,  PQ ,

....................( V .3 D )

may b e  e x p r e s s e d  i n  t h e  f o r m

^ P Q .  ^PCL
o r  S  =  X  ^  . . . . ( V , 3 1 )

t h e n ,  i t  f o l l o w s  t h a t

( V .3 2 )

may p r o v i d e  f a i r  a p p r o x i m a t i o n s  f o r  t h e  d e t e r m i n a n t a l  f u n c t i o n s ,  

S0 -,vi » i n  t e r m s  o f  t h e  e i g e n f u n c t i o n s  o f  t h e  d i a t o m i c  m o l e c u l e .  

T h u s ,

^  J P̂Q, P̂€l.
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H Z  .  J  S t  i'Z  « r  i z  ^
'  (  u s i n g  e q u a t i o n  ( V . 3 2 ) )

(  u s i n g  e q u a t i o n  ( V . 3 0 ) )

. ZUZ>p (O/., Z I  C  3 ^ 4 ,
( u s i n g  e q u a t i o n  ( V . 3 I )  )

B u t

. i W  to W  V  I, 3T ,
S t  = 4 -  ................... < v .3 3 >

a n d  t h e r e f o r e

^  ( u s i n g  e q u a t i o n  ( V .2 2 )  )

o r

k  - t  ^  U  '  ^
 (V .3 4 )

j ) P
T he  e n e r g y  i n t e g r a l s ,  , may a l s o  be  e x p r e s s e d  i n  a  s i m i l a r

m a n n e r .  T hen

< k t t  =
7*t

A* " A p
=  2 -  A w  .  . . . ( V . 3 5 )a n d

"M,

w h e r e  b ,^  i s  t h e  c o e f f i c i e n t  o f  t h e  p r o d u c t ,  » i n  [ ] .

The s u c c e s s  o f  t h e  a b o v e  t h e o r y  r e s t s  u p o n  t h e  v a l i d i t y  o f  t h e  

e x p a n s i o n  e q u a t i o n s  ( V . 3 1 ) a n d  ( V . 3 2 ) ;  t h a t  i s ,  u p o n  how w e l l  t h e

a c t u a l  g r o u n d -  a n d  e x c i t e d - s t a t e s  o f  t h e  d i a t o m i c  a n d  m o n a to m ic  

f r a g m e n t s  a r e  r e p r e s e n t e d  b y  t h e  l i m i t e d  s e t  o f  V a l e n c e  Bond f u n c 

t i o n s  a n d  how w e l l  t h e  V a l e n c e  Bond f u n c t i o n s  a r e  i n  t u r n  r e p r e s e n 

t e d  b y  t h e  l i m i t e d  s e t  o f  a c t u a l  g r o u n d -  a n d  e x c i t e d - s t a t e s  o f  t h e  

d i a t o m i c  a n d  m o n a to m ic  f r a g m e n t s .  Some c a n c e l l a t i o n  o f  t h e  e r r o r s

o f  t h e  f o r m e r  r e p r e s e n t a t i o n  b y  t h o s e  o f  t h e  l a t t e r  may be  e x p e c t e d .  

A p p l i c a t i o n  o f  t h e  a b o v e  t h e o r y  t o  v a r i o u s  s y s t e m s  h a s  p r o v e d  f a i r -
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l y  s u c c e s s f u l .  I n  a l l  c a s e s ,  t h e  c o m p u te d  e n e r g y  e i g e n v a l u e s  h a v e  

b e e n  f o u n d  t o  b e  q u i t e  i n s e n s i t i v e  t o  t h e  n e g l e c t  o f  t h e  a t o m i c  o v e r 

l a p  i n t e g r a l s  ( A bram s e t ,  a l .  ( 1 9 6 8 )  ) ,  More r e c e n t l y ,  t h e  t h e o r y  

h a s  b e e n  e x t e n d e d  b y  T u l l y  ( 1 9 7 3 )  t o  d e s c r i b e  t h e  d i r e c t i o n a l  b o n d 

i n g  p r o p e r t i e s  o f  some s y s t e m s .
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M odel H a m i l t o n i a n .

I n  t h i s  r e s e a r c h  p r o j e c t ,  c l u s t e r s  o f  s o d iu m  a to m s  h a v e  b e e n  i n 

v e s t i g a t e d  w i t h i n  a  m o d e l - p s e u d o p o t e n t i a l  a p p r o x i m a t i o n  a s  d e v e l o p 

e d  f r o m  t h e  f r a m e w o r k  o f  a n  a b  i n i t i o  c a l c u l a t i o n  i n  w h ic h  a l l  t h e  

e l e c t r o n s  o f  t h e  s y s t e m  a r e  i n c l u d e d .  T he u s e f u l  f e a t u r e  o f  t h i s  

a p p r o a c h  i s  t h a t  t h e  a p p r o x i m a t i o n s  made a r e  d i r e c t l y  t r a c e a b l e  t o  

a  t h e o r e t i c a l  b a s i s .

E m ploym en t o f  e i t h e r  t h e  H a r t r e e ,  H a r t r e e - F o c k  o r  G o d d a rd  I I I  

s c h e m e s  i n  c o n j u n c t i o n  w i t h  t h e  v a r i a t i o n a l  p r i n c i p l e  e s t a b l i s h e s  

e f f e c t i v e  p o t e n t i a l s  i n  w h i c h  e a c h  e l e c t r o n  o f  t h e  s y s t e m  may be  

c o n s i d e r e d  t o  m ove .  T h u s ,  t h e  e f f e c t i v e  o n e - e l e c t r o n  H a m i l t o n i a n  

o f  t h e  s y s t e m  u n d e r  c o n s i d e r a t i o n  c a n  b e  g e n e r a l l y  d e f i n e d  b y  a n  

e q u a t i o n  o f  t h e  f o r m

• ( i )  = -  +  V ( i )  +  U ( i )

...................( V I . 1)

w h e r e  V ( i )  i s  t h e  e l e c t r o s t a t i c  p o t e n t i a l  a t  t h e  p o i n t ,  i  , a r i 

s i n g  f r o m  t h e  n u c l e i  o f  t h e  s y s t e m ;  U ( i )  r e p r e s e n t s  some a v e r a g e  

o v e r  t h e  i n t e r e l e c t r o n i c  i n t e r a c t i o n s  ( C h a p t e r  IV ) ,

S i n c e  t h e  o p e r a t o r ,  » i s  H e r m i t i a n ,  a l l  o f  i t s  e i g e n f u n c 

t i o n s  c a n  b e  c h o s e n  t o  b e  m u t u a l l y  o r t h o g o n a l ,  a n  o p t i o n  a r i s i n g  o n 

l y  i n  c a s e s  o f  d e g e n e r a c y .  T he d i s c u s s i o n  o f  C h a p t e r  V s u g g e s t s  t h a t  

i t  i s  u s u a l l y  a d v a n t a g e o u s  t o  r e p l a c e  t h e  o r t h o g o n a l i t y  r e q u i r e m e n t  

b e t w e e n  t h e  c o r e  a n d  v a l e n c e  e i g e n f u n c t i o n s  b y  some o p e r a t o r ,  V ^ ( i )  ,  

W i th  t h i s  m o d i f i c a t i o n ,  t h e  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  e f f e c t i v e  o n e - e l e c 

t r o n  H a m i l t o n i a n  f o r  t h e  m o t i o n  o f  t h e  v a l e n c e  e l e c t r o n s  b eco m es

h „ ^ ( i )  = h ^ .  ( i )  +  V ^ ( i )

  ( V I , 2 )

T h i s  H a m i l t o n i a n  i s  c h o s e n  s o  a s  t o  r e p r o d u c e  t h e  sam e v a l e n c e  

e i g e n v a l u e s  o f  t h e  s y s t e m ,  a s  d e t e r m i n e d  b y  t h e  o p e r a t o r  o f  e q u a t i o n  

( V I . l ) .  M o r e o v e r ,  i t s  l o w e s t  e n e r g y  e i g e n v a l u e  c o r r e s p o n d s  t o  t h e
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l o w e s t  v a l e n c e  e i g e n v a l u e  o f  t h e  o r i g i n a l  o p e r a t o r .

As show n b y  W eekes e t .  a l .  ( 1 9 6 8 , 1 9 6 9 ) ,  t h e  * o r t h o g o n a l i t y  ' o p 

e r a t o r  may b e  c h o s e n  t o  b e  o f  t h e  f o r m

Vg(i) = Z  ix>

.............. (VI.3)

w h e r e  b^ a r e  n u m e r i c a l  c o e f f i c i e n t s ;  t h e  s u m m a t io n  i s  o v e r  t h e  

c o r e  e i g e n f u n c t i o n s  o f  t h e  o p e r a t o r ,  h ^  . I n  p r a c t i c e ,  t h e  t r u e  

c o r e  e i g e n f u n c t i o n s  a r e  u n k n o w n .  H o w e v e r ,  p r o g r e s s  may b e  m ade b y  

u s i n g  a p p r o x i m a t e  fo r m s  f o r  t h e  c o r e  f u n c t i o n s  a n d  c h o o s i n g  t h e  num

e r i c a l  c o e f f i c i e n t s  o f  e q u a t i o n  ( V I , 3 ) i n  o r d e r  t h a t  t h e  r e s u l t i n g  

m o d e l  H a m i l t o n i a n  h a s  t h e  sam e e i g e n v a l u e s  a s  t h e  * a c c u r a t e  * o n e .

T he  m o d e l  H a m i l t o n i a n  d e f i n e d  a b o v e  i s  s t i l l  r a t h e r  c o m p l i c a t e d  

t o  u s e .  F u r t h e r  s i m p l i f i c a t i o n  may be  made b y  a n  i n v e s t i g a t i o n  o f  

t h e  r e l a t i v e  i m p o r t a n c e  o f  t h e  v a r i o u s  p o t e n t i a l  o p e r a t o r s .

T h u s ,  c o n s i d e r  t h e  a v e r a g e  t w o - e l e c t r o n  p o t e n t i a l ,  U ( i )  ,  T h i s  

g e n e r a l l y  i n c l u d e s  t h e  C oulom b a n d  E x c h a n g e  p o t e n t i a l s  o f  t h e  m a n y -  

e l e c t r o n  s y s t e m  a n d  r e p r e s e n t s  t h e  e f f e c t  o f  a l l  t h e  o t h e r  e l e c t r o n s  

o f  t h e  s y s t e m  u p o n  a  p a r t i c u l a r  '  t e s t  * e l e c t r o n  a t  t h e  p o i n t ,  1 , 

T h e r e  a r e  s e v e r a l  w ays  o f  a p p r o x i m a t i n g  t h i s  p o t e n t i a l  ( S l a t e r  e t .  

a l .  ( 1 9 6 9 )  ) .  H o w e v e r ,  c o n s i d e r  i n  p a r t i c u l a r  t h e  E x c h a n g e  p o t e n 

t i a l  f o r  a  v a l e n c e  e l e c t r o n  a t  t h e  p o i n t ,  i  , a r i s i n g  f r o m  t h e  c o r e  

e l e c t r o n s  o f  t h e  s y s t e m .  T h i s  p o t e n t i a l  i s  a  n o n - l o c a l  o n e ,  d e p e n d 

i n g  u p o n  t h e  p a r t i c u l a r  o r b i t a l  o c c u p i e d  b y  t h e  v a l e n c e  e l e c t r o n  u n 

d e r  c o n s i d e r a t i o n .  F u r t h e r m o r e ,  i t s  ' o v e r l a p  n a t u r e  ’ s u g g e s t s  

t h a t  i t  w i l l  make a  m i n o r  c o n t r i b u t i o n  t o  t h e  t o t a l  c o r e  c o m p o n e n t  

o f  U ( i )  a n d ,  t h e r e f o r e ,  may be  s a f e l y  i g n o r e d .

T he a r g u m e n t  o f  * c o r e  n o n p e n e t r a b i l i t y  * i n t r o d u c e d  b y  W eekes e t ,  

a i .  ( l o c .  c i t .  ) p r o v i d e s  a  q u a l i t a t i v e  j u s t i f i c a t i o n  f o r  t h e  a b o v e  

a p p r o x i m a t i o n .  As p o i n t e d  o u t  b y  t h e s e  a u t h o r s ,  i t  i s  p h y s i c a l l y  

p o s s i b l e  t o  d e f i n e  a  s u r f a c e  s u c h  t h a t  t h e  m a j o r  p o r t i o n  o f  t h e  c o r e 

e l e c t r o n  d e n s i t y  l i e s  w i t h i n  t h i s  s u r f a c e  a n d  t h e  m a j o r i t y  o f  t h e
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v a l o n c e - e l e c t r o n  d e n s i t y  l i e s  w i t h o u t .  The E x c h a n g e  p o t e n t i a l  f o r  

t h e  v a l e n c e  e l e c t r o n s  a r i s i n g  f r o m  t h e  c o r e  d e p e n d s  s t r o n g l y  u p o n  

t h e  o v e r l a p  c h a r g e  d e n s i t i e s  b e t w e e n  e a c h  o f  t h e  c o r e  e l e c t r o n s  a n d  

e a c h  o f  t h é  v a l e n c e  e l e c t r o n s .  The a b o v e  a r g u m e n t  s u g g e s t s  t h a t  

t h i s  o v e r l a p  w i l l  i n d e e d  b e  s m a l l  a n d ,  c o n s e q u e n t l y ,  t h e  e s s e n t i a l  

p h y s i c s  o f  t h e  s i t u a t i o n  a p p e a r s  t o  b e  i n c l u d e d  i n  t h e  c h o s e n  m o d e l ,  

i n  s p i t e  o f  t h e  a p p r o x i m a t i o n s  made ( Hameed ( 1969) ) ,

E x p e r i m e n t a l  r e s u l t s  i n d i c a t e  t h a t ,  i n  t h e  s t u d y  o f  s o d iu m  a t o m s ,  

t h e  e l e c t r o n s  o c c u p y i n g  t h e  I s - ,  2 s -  a n d  2 p -  a t o m i c  s t a t e s  may 

b e  c o n s i d e r e d  a s  c o n s t i t u t i n g  t h e  c o r e .  F u r t h e r m o r e ,  t h e  c o r e  e i 

g e n f u n c t i o n s  o f  a n y  s y s t e m  c o n s i s t i n g  o f  a  n u m b e r  o f  s o d iu m  a to m s  

a r e  e x p e c t e d  t o  b e  a l m o s t  i d e n t i c a l  t o  t h e  c o r e  e i g e n f u n c t i o n s  o f  

t h e  c o n s t i t u e n t  a to m s  ( R a im es  < 19 6 1 )  ) ,  T he  p o l y a t o m i c  s y s t e m  may, 

t h e r e f o r e ,  b e  r e g a r d e d  a s  c o n s i s t i n g  o f  a  n u m b e r  o f  a t o m i c  c o r e s  

w i t h  t h e  i n t r a - c o r e  e f f e c t s  b e i n g  a p p r o x i m a t e l y  t h e  sam e i n  t h e  

c l u s t e r  a s  i n  t h e  s e p a r a t e d  a to m s  ( s e e  C h a p t e r  IX f o r  f u r t h e r  d i s 

c u s s i o n  ) .

One f u r t h e r  s i m p l i f i c a t i o n  c a n  b e  made t o  t h e  a b o v e  m o d e l  H a m i l 

t o n i a n .  The r e s u l t s  o f  S z a s z  ( 1 9 6 7 )  s u g g e s t  t h a t  t h e  e f f e c t  o f  t h e  

I s -  c o r e  o r b i t a l  i n  t h e  p o t e n t i a l ,  V]g^(i) , w i l l  b e  n e g l i g i b l e .

T h u s ,  o n l y  t h e  2 s -  a n d  2 p — c o r e  f u n c t i o n s  a r e  i n c l u d e d  i n  t h e  

su m m a t io n  o f  e q u a t i o n  ( V I , 3 ) ,

The m o d e l  H a m i l t o n i a n  f o r  a  p o l y a t o m i c  s y s t e m  h a v i n g  o n e  v a l e n c e  

e l e c t r o n ,  t h e r e f o r e ,  b eco m es

=  -  V f / A  - X C ^ / - 5 X -

Zg( a n d  , r e s p e c t i v e l y ,  d e n o t e  t h e  c h a r g e  a n d  a n  a t o m i c  c o r e

s t a t e  o n  t h e  n u c l e u s ,  ot ,

The a b o v e  o p e r a t o r  c o n t a i n s  two p a r a m e t e r s  w h ic h  m u s t  b e  d e t e r m i n 

e d .  The m o s t  c o n v e n i e n t  way o f  d o i n g  t h i s  i s  b y  a n  i n v e s t i g a t i o n
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o f  t h e  a t o m i c  s y s t e m  u s i n g  t h e  a p p r o p r i a t e l y  m o d i f i e d  f o r m  o f  e q u a 

t i o n  ( V I . 4 ) ,  F u r t h e r  d i s c u s s i o n  o f  t h i s  p r o c e d u r e  i s  g i v e n  i n  a  

l a t e r  s e c t i o n .

F o r  s y s t e m s  w i t h  m ore t h a n  o n e  v a l e n c e  e l e c t r o n ,  t h e  m o d e l  o p e r a 

t o r  g i v e n  a b o v e  i s  g e n e r a l i z e d  t o  i n c l u d e  t h e  m u t u a l  i n t e r a c t i o n s  

o f  t h e  v a l e n c e  e l e c t r o n s  a s  w e l l  a s  t h e i r  i n d i v i d u a l  i n t e r a c t i o n s  

w i t h  t h e  c o r e .  T h u s ,

...................( V I . 5 )

T he  t o t a l  e n e r g y  o f  t h e  c l u s t e r  i n  t h e  B o r n - O p p e n h e im e r  a p p r o x i 

m a t i o n  i s  t h e n  g i v e n  b y

H h . =  i  - t

...................( V I . 6 )

w h e r e

I > /  <  2(30/

i s  t h e  e n e r g y  o f  t h e  v a l e n c e  e l e c t r o n s ;  E ( ^ )  i s  t h e  e n e r g y  o f  t h e  

a t o m i c  c o r e  ( c o r e  e l e c t r o n s  a n d  n u c l e u s  )  o n  t h e  n u c l e u s ,  oC ,

The f i n a l  t e r m  r e p r e s e n t s  t h e  i n t e r a c t i o n  e n e r g y  o f  t h e  c o r e s ,  w h i c h  

a r e  a s s u m e d  n o n - o v e r l a p p i n g  a n d ,  t h e r e f o r e ,  t o  i n t e r a c t  a s  p o i n t  

c h a r g e s ,  i s  t h e  e f f e c t i v e  c h a r g e  o n  t h e  n u c l e u s ,  o< ( s e e

e q u a t i o n s  ( I X , 2 1 )  t o  ( I X , 2 6 )  ) ,

I n  t h i s  m o d e l ,  no  a c c o u n t  i s  t a k e n  o f  t h e  i n t r a - , i n t e r -  o r  v a 

l e n c e - c o r e  c o r r e l a t i o n  e f f e c t s .  I t  may b e  n o t e d  i n  p a s s i n g ,  t h a t  i n  

t h e  a c c u r a t e  H a r t r e e - F o c k  t r e a t m e n t ,  o n l y  p r e c o r r e l a t i o n  e f f e c t s  a r e  

c o n s i d e r e d  ( C l e m e n t i  ( 1 9 6 3 )  ) •

On q u a l i t a t i v e  g r o u n d s ,  t h e  i n t r a - c o r e  e f f e c t s  may b e  e x p e c t e d  t o  

b e  q u i t e  s i g n i f i c a n t .  H o w e v e r ,  t h e i r  n e g l e c t  i s  n o t  e x p e c t e d  t o  

g r e a t l y  a f f e c t  a n y  o f  t h e  p r o p e r t i e s  o f  t h e  s y s t e m  i n v e s t i g a t e d  h e r e ,  

s i n c e  t h e s e  a r e  d e t e r m i n e d  m a i n l y  b y  t h e  v a l e n c e  e l e c t r o n s .  A l s o ,
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t h e  i n t e r - c o r e  e f f e c t s  c a n  be  i g n o r e d  b e c a u s e  o f  t h e  n e g l i g i b l e  

o v e r l a p p i n g  o f  t h e  c o r e s  o f  t h e  s y s t e m .

The i m p o r t a n c e  o f  t h e  v a l e n c e - c o r e  e f f e c t s  c a n  b e  c l e a r l y  s e e n  

f o r m  t h e  c a l c u l a t i o n s  o f  S z a s z  ( l o c ,  c i t ,  )  o n  v a l e n c e  o r b i t a l  e n 

e r g i e s  a n d  C a l l a w a y  ( 1 9 5 7 )  o n  c o h e s i v e  e n e r g i e s  o f  s o l i d s .  H o w e v e r ,  

f o r  c o n s i s t e n c y  o f  t h e  a b o v e  m o d e l ,  f o r  e x a m p l e ,  t h e  a r g u m e n t  o f  

c o r e - n o n p e n e t r a b i l i t y ,  t h e s e  c o r r e l a t i o n  e f f e c t s  a r e  i g n o r e d ,  a l 

th o u g h  i t  i s  q u i t e  l i k e l y  t h a t  some v a l e n c e - c o r e  p o l a r i z a t i o n  w i l l  

b e  a c c o u n t e d  f o r  b y  t h e  p a r t i c u l a r  c h o i c e  o f  t h e  p a r a m e t e r s ,  a  

a n d  b  , o f  e q u a t i o n  ( V I . 4 ) .  T h u s ,  t h e  e x t r a - m o l e c u l a r  c o r r e l a t i o n  

e n e r g y ,  a s  d e f i n e d  by  C l e m e n t i  ( 1 9 6 2 ) ,  a r i s e s  s o l e l y  f r o m  t h e  c o r 

r e l a t i o n  o f  t h e  v a l e n c e  e l e c t r o n s  o f  t h e  s y s t e m .

H e l lm a n n -F e y n m a n  And V i r i a l  T h e o r e m s .

I t  i s  e x p e c t e d  t h a t  b o t h  t h e  H e l lm a n n -F e y n m a n  a n d  V i r i a l  t h e o 

re m s  w i l l  n o t  b e  s a t i s f i e d  i n  t h i s  m o d e l  b e c a u s e  o f  t h e  ' n e g l e c t  ' 

o f  t h e  c o r e  e l e c t r o n s .  I n  t h i s  s e c t i o n ,  t h e s e  d e v i a t i o n s  a r e  d e 

r i v e d  a n d  d i s c u s s e d .

The e x p r e s s i o n  f o r  t h e  t o t a l  e n e r g y  o f  t h e  s y s t e m  i n  t h e  H a r t r e e -  

F o c k  a p p r o x i m a t i o n  i s

•A 4 *  =  X

f  X  + X

................... ( V I , 7 )

I n  t h e  a b o v e  e x p r e s s i o n ,  r e p r e s e n t s  a n  o r t h o n o r m a l  v a l e n c e

o r b i t a l  w i t h  o c c u p a t i o n  n u m b e r ,  n^  ( = 0 ,  1 , 2 ) .  A l l  o t h e r  q u a n 

t i t i e s  a r e  a s  d e f i n e d  p r e v i o u s l y  i n  e q u a t i o n s  ( I V . 2 8 ) ,  ( V I , 4 ) a n d  

( V I , 6 ) ,

T he v a l e n c e  o r b i t a l s  a r e  d e t e r m i n e d  b y  t h e  v a r i a t i o n a l  p r i n c i p l e  

( C h a p t e r  IV ) a n d  s a t i s f y  t h e  o n e - e l e c t r o n  e q u a t i o n s :
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— &. i* ' '>  ...................( V I . 8 )

w h e r e

< i  I j k  > =

an(3
f ^ >  S  .

I . )  H e l lm a n n -F e y n in a n  T h e o re m ,

The x - c o m p o n e n t  o f  t h e  f o r c e  e x e r t e d  b y  t h e  s y s t e m  u p o n  t h e  oC - 

t h  c o r e  i s  g i v e n  by

w h e r e

a n d

/  /  
...................( V I . 9 )

I t  m u s t  be  re m e m b e re d  t h a t  e a c h  v a l e n c e  o r b i t a l  d e p e n d s  p a r a m e t r i 

c a l l y  u p o n  t h e  c o o r d i n a t e s  ( ^  ) o f  t h e  c C - t h  n u c l e u s .

Now

< ^ / £ ; /  ^ / 3 5 ? « >  f  < ^ / ^ / £ . ; ; ^ >

=r -  t?
s i n c e

T h u s ,

^  ^ ^ / 2 r X ç c / ^ y  -  ^

...................( V I .  10 )

T he f i r s t  a n d  s e c o n d  t e r m s ,  r e s p e c t i v e l y ,  r e p r e s e n t  t h e  f o r c e s
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a c t i n g  o n  t h e  c o r e  o f  t h e  o ^ - t h  n u c l e u s  a r i s i n g  f r o m  t h e  v a l e n c e  

e l e c t r o n s  a n d  a l l  o t h e r  c o r e s  o f  t h e  s y s t e m .  S i n c e  t h e  c o r e  e l e c 

t r o n s  a r e  a lw a y s  a s s u m e d  t o  b e  s p h e r i c a l l y  d i s t r i b u t e d  a b o u t  t h e  

n u c l e u s  d u r i n g  i t s  m o t i o n ,  t h e  a b o v e  f o r c e s  may b e  c o n s i d e r e d  t o  

a c t  d i r e c t l y  u p o n  t h e  n u c l e u s .

A l t h o u g h  e q u a t i o n  ( V I ,  | 0 )  i s  i n  a  f o r m  s i m i l a r  t o  t h a t  w h i c h  e x 

p r e s s e s  t h e  K e l lm a n n -F e y n m a n  t h e o r e m ,  i t  c a n n o t  b e  s t r i c t l y  i n t e r 

p r e t e d  a s  s u c h  s i n c e

T h i s  f o l l o w s  b e c a u s e  o f  t h e  p r e s e n c e  o f  t h e  p r o j e c t i o n  o p e r a t o r  

( e q u a t i o n  ( V I , 3 ) ) ,

2 . )  V i r i a l  T h e o re m ,

L e t  P be  t h e  o p e r a t o r  d e f i n e d  b y  t h e  e q u a t i o n

...................( V I . 11)

w h e r e  ( , y ^ , ) a r e  t h e  c o o r d i n a t e s  o f  a n y  p o i n t  i n  s p a c e ,

P r e m u l t i p l y i n g  e q u a t i o n  ( V I , 8 ) b y  < i  | P | g i v e s

+  -i- L -^I(F % ')I;P  -

................... ( V I . 12)

P o s t r a u l t i p l y i n g  t h e  c o m p le x  c o n j u g a t e  o f  e q u a t i o n  ( V I . 8 ) b y  

I P I i  > g i v e s

>  =  <  ^  /  -  >  f  < ^ / - 2
oC

•f- i  )J j ^  )

^  ...................( V I ,  13 )

-  //

w h e r e
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w h e r e  t h e  H e r m i t i a n  p r o p e r t y  o f  t h e  o p e r a t o r ,  h ^ (  1 ) , h a s  b e e n  

u s e d .

C o m b in in g  e q u a t i o n s  ( V I , 1 2 )  a n d  ( V I , 13 ) g i v e s

9

+  X  '7 ’ (  -  A  L 'f  )  =  0
/  ................... ( V I . 14)

M u l t i p l y i n g  t h e  a b o v e  e q u a t i o n  b y  —n ^  a n d  sum m ing o v e r  t h e  v a 

l e n c e  o r b i t a l s  o f  t h e  s y s t e m  f i n a l l y  g i v e s

4 2 . < / C . £ . >  =
.€/ 06

+  X ) i / j ]  -  ' A .£ 7 1 ( ^ 2 ) / / ^ ] )  
-4/

................... ( V I . 15)

< K .E .  > r e p r e s e n t s  t h e  a v e r a g e  K i n e t i c  E n e r g y  o f  t h e  v a l e n c e  e l e c 

t r o n s  .

Now

-  P i A  =  -  +  4  Y ’ * / )

~h (  - f  ^  y ‘

s i n c e

a n d

Ot Aj

C f  MPfcSc +  _ 2  //C4&

f r o m  e q u a t i o n  ( V I .  lO ) .

.................... ( V I . 16)

F u r t h e r m o r e ,

X  L-^ICPvz')! j p  =  -  X
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a n d

• ^ j   ( V I .  17)

T h e r e f o r e ,

=L — ^  ( .-------------------------- ----------
6C

- X  ̂  kp 12(~v°‘-f' I' ŷoC

................... ( V I . 18)

w i t h  < P . E ,  > r e p r e s e n t i n g  t h e  a v e r a g e  P o t e n t i a l  E n e r g y  o f  t h e  

v a l e n c e  s y s t e m ;  t h i s  i n c l u d e s  t h e  i n t e r - c o r e  r e p u l s i o n s .

E q u a t i o n  ( V I , 18) show s t h a t  t h e  V i r i a l  t h e o r e m  w i l l  o n l y  b e  s a t i s 

f i e d  i f  t h e  l a s t  t e r m  v a n i s h e s  i d e n t i c a l l y .  S i n c e  i t  i s  p o s s i b l e  

t o  d e f i n e  a n  i o n i c  r a d i u s ,  , s u c h  t h a t

V^( r ^ i  )  = r%( i f  r ,

t h e n

cC ct

...................( V I . 19)

w h e r e  t h e  i n t e g r a t i o n  o n  t h e  r i g h t - h a n d  s i d e  i s  p e r f o r m e d  o v e r  t h e  

s p a c e  e n c l o s e d  b y  t h e  s p h e r e  o f  r a d i u s ,  , c e n t r e d  o n  t h e  ^ - t h

n u c l e u s .  The q u a l i t a t i v e  a r g u m e n t  o f  c o r e - n o n p e n e t r a b i l i t y  w o u ld  

s u g g e s t  t h a t  t h e  a b o v e  i n t e g r a l s  w i l l  b e  s m a l l ,  e s p e c i a l l y  w hen i t  

i s  r e m e m b e re d  t h a t  t h e  i n t e r a c t i o n  o f  a to m s  i s  g e n e r a l l y  a c c o m p a n 

i e d  b y  a  m ovem ent o f  v a l e n c e  c h a r g e  away f r o m  t h e  c o r e  r e g i o n s  o f  

t h e  i n t e r a c t i n g  a to m s  ( B e r l i n  ( 1951) ) .  H o w e v e r ,  t h e  i n t e g r a l s  

w i l l  b e  f i n i t e  a n d ,  t h u s ,  t h e  V i r i a l  t h e o r e m  i s  n o t  s a t i s f i e d  f o r  

t h e  c h o s e n  m o d e l  H a m i l t o n i a n .
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C h o ic e  Of B a s i s  F u n c t i o n s  ,

1 . )  C o re  O r b i t a l s ,

T h r o u g h o u t  a l l  t h e  c a l c u l a t i o n s  i n  t h i s  r e s e a r c h ,  t h e  c o r e  o r b i 

t a l s  w e r e  k e p t  f i x e d .  T h ey  w e r e  r e p r e s e n t e d  b y  t h e  u s u a l  S l a t e r  

t y p e  a t o m i c  f u n c t i o n s ,  g i v e n  b y

..............( V I . 2 0 )

w h e re

a n d

a r e  t h e  n o r m a l i z e d  r e a l  s p h e r i c a l  h a r m o n i c s .

T he e x p o n e n t s ,  h o w e v e r ,  w e r e  n o t  c h o s e n  b y  t h e  w e l l - k n o w n  S l a t e r  

r u l e s  ( S l a t e r  ( 1 9 3 0 ) ) ,  b u t  f r o m  t h e  t a b l e s  o f  t h e  '  b e s t  s i n g l e -  

z e t a  e x p o n e n t s  * f o r  t h e s e  o r b i t a l s  a s  g i v e n  b y  C l e m e n t i  e t .  a l .

( 1 9 6 3 ) .

The n o r m a l i z e d  b a s i s  f u n c t i o n s  f o r  t h e  v a r i o u s  c o r e  s t a t e s  w e r e ,  

t h e r e f o r e ,  a s  f o l l o w s :

A  =  C ’̂ k / T i f '

e l s  — (  ^  /3 ? T  zT

CasS aJ»

w h e re

" ïfS  = 10.

a n d  =

I l f  ~ . ( V I  . 2 1 )

T he a b o v e  f u n c t i o n s  a r e  n o t  a l l  m u t u a l l y  o r t h o g o n a l .  H o w e v e r ,  i n  

o r d e r  t o  m a i n t a i n  t h e  o r t h o g o n a l i t y  p r o p e r t y  o f  t h e  t r u e  c o r e  e i g e n -

r
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f u n c t i o n s ,  a l l  t h e  o v e r l a p  i n t e g r a l s  b e tw e e n  t h e  a b o v e  f u n c t i o n s  a r e  

s e t  e q u a l  t o  z e r o .

The r e s t r i c t i o n  o f  a  f i x e d  c o r e  may b e  c o n s i d e r e d  a s  t h e  i n i t i a l  

s t e p  i n  a  s e l f - c o n s i s t e n t  f i e l d  p r o c e d u r e  w h e re  t h e  v a l e n c e  a n d  c o r e  

o r b i t a l s  a r e  a l t e r n a t i v e l y  o p t i m i z e d  i n  t h e  p r e s e n c e  o f  a  ' f r o z e n  ’ 

f o r m  o f  t h e  o t h e r .  H o w ev er ,  i n  v ie w  o f  t h e  f a c t  t h a t  t h e  c o r e  f u n c 

t i o n s  o f  t h e  p o l y a t o m i c  s y s t e m  a r e  e s s e n t i a l l y  u n c h a n g e d  f r o m  t h o s e  

o f  t h e  c o n s t i t u e n t  a to m s  a n d ,  f u r t h e r m o r e ,  t h a t  S l a t e r  o r b i t a l s  do 

g i v e  f a i r l y  g o o d  r e p r e s e n t a t i o n s  o f  a t o m i c  f u n c t i o n s ,  s u c h  a n  SCF 

p r o c e d u r e  i s  e x p e c t e d  t o  p r o d u c e  m i x i n g  o f  t h e  f u n c t i o n s  g i v e n  i n  

e q u a t i o n  ( V I . 2 1 )  e s s e n t i a l l y  b e c a u s e  o f  t h e i r  n o n - o r t h o g o n a l i t y .

T h i s  w i l l  c a u s e  a  r e n o r m a l i z a t i o n  o f  t h e  c h a r g e - d e n s i t y  o f  t h e  c o r e  

n e a r  t h e  n u c l e i  b u t  w i l l  n o t  s e r i o u s l y  a f f e c t  t h o s e  p r o p e r t i e s  w h ic h  

d e p e n d  m a i n l y  u p o n  t h e  d e n s i t i e s  i n  t h e  i n t e r n u c l e a r  r e g i o n s ;  f o r  

e x a m p l e ,  c a l c u l a t i o n  o f  e n e r g y .  The v a l e n c e  s t a t e s  w i l l  be  a f f e c t e d  

m a i n l y  b e c a u s e  o f  t h e  a d d i t i o n a l  f l e x i b i l i t y  i n t r o d u c e d  i n t o  a n y  

t r i a l  w a v e f u n c t i o n  b y  a l l o w i n g  m i x i n g  w i t h  t h e  c o r e  f u n c t i o n s .

2 . )  V a l e n c e  O r b i t a l s .

T he  t r i a l  f u n c t i o n s  f o r  t h e  v a l e n c e  s t a t e s  w e re  c h o s e n  a s  some 

l i n e a r  c o m b i n a t i o n  o f  S l a t e r  o r b i t a l s ,  h e r e a f t e r  r e f e r r e d  t o  a s  b a 

s i s  f u n c t i o n s ,  w i t h  p r i n c i p a l  q u a n tu m  n u m b e r ,  n  = 3  .  T h e s e  b a s i s  

f u n c t i o n s  a r e  d e f i n e d  b y  t h e  f o l l o w i n g  e q u a t i o n s :

I  ■ ■ /  / W

y c  ( Æ )  =  \ ( i u - ^ i ) (  ( - / w ) /  P c

}] M r
( V I . 2 2 )

w h e r e

a n d
/  S ^ O
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T he q u a n t i t a t i v e  i n v e s t i g a t i o n  o f  t h e  c l u s t e r s  o f  s o d iu m  a to m s  

made i n  t h i s  r e s e a r c h  may b e  s e p a r a t e d  i n t o  tw o s e c t i o n s  a s  f o l l o w s  :

1 . )  M in im a l  B a s i s  C a l c u l a t i o n .

O n ly  o n e  b a s i s  f u n c t i o n  ( n  = 1 = m = s  *-o) p e r  a t o m i c  c e n t r e

w as  u s e d  i n  d e t e r m i n i n g  t h e  m a n y - e l e c t r o n  d e t e r m i n a n t a l  f u n c t i o n s  

s u i t a b l e  t o  r e p r e s e n t  s t a t e s  o f  t h e  m o l e c u l a r  s y s t e m  i n  e i t h e r  t h e  

V a l e n c e  Bond o r  M o l e c u l a r  O r b i t a l  a p p r o x i m a t i o n s .  A C o n f i g u r a t i o n  

I n t e r a c t i o n  t r e a t m e n t  w as a l s o  made f o r  some o f  t h e  s t a t e s  s t u d i e d .

2 . )  E x t e n d e d  B a s i s  C a l c u l a t i o n ,

H e r e ,  t h e  n u m b e r  o f  b a s i s  f u n c t i o n s  may be  i n c r e a s e d  b y  u s i n g  e i 

t h e r

a . )  tw o  S l a t e r  g s - o r b i t a l s , w i t h  d i s t i n c t  e x p o n e n t s ,  p e r  a t o m i c  

c e n t r e ;  o r

b . )  S l a t e r  3 s -  a n d  3 p - o r b i t a l s  c e n t r e d  o n  e a c h  a to m  o f  t h e  c l u s t e r .

The e x p o n e n t  o f  t h e  3 p - f u n c t i o n s  w as c h o s e n  e q u a l  t o  t h a t  o f  t h e  

3 s - f u n c t i o n s , t h i s  r e s t r i c t i o n  b e i n g  im p o s e d  f o r  m a t h e m a t i c a l  c o n 

v e n i e n c e  o n l y .  The m e th o d  o f  c h o o s i n g  t h e  e x p o n e n t  w i l l  b e  d e s 

c r i b e d  p r e s e n t l y .

T he l a t t e r  p r o c e d u r e  may b e  e x p e c t e d  t o  b e  o f  g r e a t e r  v a l u e ,  a t  

t h i s  l e v e l  o f  a p p r o x i m a t i o n ,  i n  d e t e r m i n i n g  s t a b l e  c o n f i g u r a t i o n s  

o f  t h e  a g g r e g a t e s  i n v e s t i g a t e d  m a i n l y  b e c a u s e  o f  t h e  s p a t i a l  p r o 

p e r t i e s  o f  t h e  p - f u n c t i o n s .  F u r t h e r m o r e ,  t h e s e  f u n c t i o n s  a r e  e x p e c 

t e d  t o  p l a y  a n  i m p o r t a n t  r o l e  i n  d e s c r i b i n g  t h e  c o r r e l a t i o n  o f  t h e

v a l e n c e  e l e c t r o n s  ( S l a t e r  ( 1 9 6 8 ) ;  S h u l l  ( 1 9 7 0 ) ;  R oach  e t ,  a l .

( 1 9 7 0 ) ) ,  a s  t h e y  p e r m i t  a  b e t t e r  d e s c r i p t i o n  o f  b o t h  t h e  d i r e c t i o n 

a l  a n d  l a t e r a l  movement o f  t h e  e l e c t r o n i c  c h a r g e  d u r i n g  t h e  f o r m a 

t i o n  o f  t h e  c l u s t e r .

An a l t e r n a t i v e  m e th o d  o f  r e p r e s e n t i n g  s u c h  p o l a r i z a t i o n  e f f e c t s ,

w i t h o u t  a t  t h e  sam e t i m e  i n c r e a s i n g  t h e  s i z e  o f  t h e  b a s i s  s e t  a s  

a b o v e ,  h a s  r e c e n t l y  b e e n  u s e d  b y  P o s h u s t a  a n d  Z e t i k  ( 1 9 7 3 ) .
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M odel P a r a m e t e r s  And B a s i s  F u n c t i o n  E x p o n e n t s .

T he p a r a m e t e r s  o c c u r r i n g  i n  t h e  m o d e l  H a m i l t o n i a n  o f  e q u a t i o n  

( V I . 4 ) w e r e  d e t e r m i n e d  f ro m  a n  i n v e s t i g a t i o n  o f  t h e  v a l e n c e  s t a t e s  

o f  t h e  s o d iu m  a to m .  The v / a v e f u n c t i o n s  f o r  t h e s e  s t a t e s  w e r e  r e p r e 

s e n t e d  b y  d o u b l e - z e t a  b a s i s  e x p a n s i o n s  ( R i c h a r d s o n  ( 1 9 6 1 ) ;  C le m e n 

t i  ( 1 9 6 4 )  ) :

- X  (n = 3 )
...................( V I . 2 3 )

5
w h e r e  (2 /^ ^  -  )  i s  a s  d e f i n e d  i n  e q u a t i o n  (VI . 2 2 ) .

U s i n g  t h e  m o d e l  H a m i l t o n i a n  f o r  t h e  a to m :

X T X ')  =  -  < é j

. . . . . . . . ( V I . 2 4 )

w h e r e  t h e  c o r e  f u n c t i o n s  a r e  r e p r e s e n t e d  b y  t h e  o r b i t a l s  o f  e q u a 

t i o n  ( V I . 2 1 ) ,  v a r i a t i o n a l  c a l c u l a t i o n s  w e re  t h e n  p e r f o r m e d  f o r  v a 

r i o u s  v a l u e s  o f  t h e  p a r a m e t e r s  ( a  , b  ) a n d  ( ^^  , ^  ) .

F o r  g i v e n  v a l u e s  o f  t h e  a b o v e  s e t s  o f  p a r a m e t e r s ,  t h e  v a r i a t i o n a l  

p r o c e d u r e  l e a d s  t o  two s e c u l a r  e q u a t i o n s ;  o n e  f o r  s - s t a t e s  a n d  o n e  

f o r  p - s t a t e s .  I n  t h i s  a p p r o x i m a t i o n ,  e a c h  p - s t a t e  r e m a i n s  t h r e e 

f o l d  d e g e n e r a t e .  The s e c u l a r  e q u a t i o n s  w e re  s o l v e d  f o r  v a r i o u s  s e t s  

o f  p a r a m e t e r s  u n t i l  t h e  e n e r g y  l e v e l  t e r m  v a l u e s  o f  t h e  a n d

w e r e  r e p r o d u c e d  t o  a  s u f f i c i e n t  d e g r e e  o f  a c c u r a c y ;  t h e  t e r m  

v a l u e s  a r e  g i v e n  i n  T a b l e  I I  o f  t h e  a r t i c l e  b y  S z a s z  ( 1 9 6 8 ) .

T he o p t i m i z e d  p a r a m e t e r s  w e re  f o u n d  t o  b e  a s  f o l l o w s :  

a  = 1 .6 4 8  a . u .  b  = 2 . 0 6 9 . a . u .

3 s :  =  1 . 2 3 9  ^ = 0 .7 5 6

3P : 2% = 1 .1 9 1  ^  = 0 * 5 9 1

....................( V I . 2 5 )
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W ith  t h e  a b o v e  c h o i c e  o f  m o d e l  o p e r a t o r  f o r  t h e  a t o m i c  s y s t e m ,  t h e  

3 s - a t o m i c  w a v e f u n c t i o n  was t h e n  r e p r e s e n t e d  by  a  s i n g l e —z e t a  e x p a n 

s i o n .  A v a r i a t i o n a l  c a l c u l a t i o n  w as p e r f o r m e d  i n  o r d e r  t o  d e t e r m i n e  

t h e  o p t im u m  e x p o n e n t  o f  s u c h  a n  e x p a n s i o n .  The r e s u l t s  o b t a i n e d  w e r e  

a s  f o l l o w s :

3=:

£.(Ss) = - 0 . 1 8 7 2  a . u .  . . . . ( V I  . 2 6 )

F o r  c o m p a r i s o n ,  t h e  e x p e r i m e n t a l  v a l u e  o f  t h e  3 s - a t o m i c  l e v e l  i s  

g i v e n  b y

- 0 . 1 8 8 9 4 3  a . u .

I n  t h e  i n v e s t i g a t i o n  o f  m o l e c u l a r  s y s t e m s ,  i t  w o u ld  h a v e  b e e n  

m o s t  d e s i r a b l e  t o  c o n s i d e r  t h e  e x p o n e n t  o f  t h e  b a s i s  f u n c t i o n s  a s  a  

f u n c t i o n  o f

1 . )  t h e  p a r t i c u l a r  m o l e c u l e  b e i n g  i n v e s t i g a t e d  ( a  m o l e c u l e  i s  h e r e  

s p e c i f i e d  b y  t h e  n um ber  o f  c o n s t i t u e n t  a to m s  a s  w e l l  a s  b y  i t s  

c o n f i g u r a t i o n  ) ;  a n d

2 . )  t h e  p a r t i c u l a r  m o l e c u l a r  s t a t e  b e i n g  s t u d i e d .

T im e ,  h o w e v e r ,  d i d  n o t  p e r m i t  s u c h  a n  e l a b o r a t e  c a l c u l a t i o n .  I n 

s t e a d ,  t h e  ’ m o l e c u l a r  e n v i r o n m e n t  o p t i m i z e d  ' S l a t e r  o r b i t a l ,  d e 

t e r m i n e d  f r o m  t h e  s t u d y  o f  t h e  g r o u n d  s t a t e  o f  t h e  d i a t o m i c  m o l e c u l e  

i n  t h e  M in im a l  B a s i s  c a l c u l a t i o n ,  w as u s e d  t h r o u g h o u t .

I n  d e t e r m i n i n g  t h e  o p t i m i z e d  b a s i s  f u n c t i o n  e x p o n e n t  f o r  t h e  g r o u n d  

s t a t e  o f  t h e  d i m e r ,  t h e  e n e r g y ,  , o f  t h e  v a l e n c e  e l e c t r o n s  was

c o n s i d e r e d  a s  a  f u n c t i o n  o f  t h e  o r b i t a l  e x p o n e n t ,  y  . F u r t h e r m o r e ,  

y  w as  t r e a t e d  a s  a  f u n c t i o n  o f  t h e  i n t e r n u c l e a r  s e p a r a t i o n ,  R .

The o p t i m i z e d  v a l u e  o f  y  , f o r  a  g i v e n  v a l u e  o f  R , w as  t h e n  o b 

t a i n e d  b y  m i n i m i z i n g  ( R ) w i t h  r e s p e c t  t o  y  . A t a b l e  o f

y ^ (  R ) a g a i n s t  R was t h e n  c o n s t r u c t e d .

T h e r e  i s  no  g u a r a n t e e  t h a t  t h e  e x p o n e n t s  R ) a r e  t r u l y  o p 

t i m a l .  I n  f a c t ,  t h e r e  i s  no  b e n e f i t  g a i n e d  by  e x p e n d i n g  t o o  much
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e f f o r t  a n d  t i m e  i n  d e t e r m i n i n g  th e m , i n  v ie w  o f  t h e  a p p r o x i m a t e  n a 

t u r e  o f  t h e  c a l c u l a t i o n s .  M o r e o v e r ,  a n  o p t i m a l  e x p o n e n t  f o r  a  p a r 

t i c u l a r  l e v e l  o f  d e s c r i p t i o n ,  f o r  e x a m p l e ,  t h e  M o l e c u l a r  O r b i t a l  f o r 

m a l i s m ,  i s  n o t  n e c e s s a r i l y  o p t i m a l  f o r  o t h e r  l e v e l s ,  f o r  e x a m p l e .  

C o n f i g u r a t i o n  I n t e r a c t i o n ,  a l t h o u g h  t h e  i m p o r t a n c e  o f  t h e  o r b i t a l  e x 

p o n e n t  i n  t h i s  c a s e  d e c r e a s e s  a s  t h e  l e n g t h  o f  t h e  s e r i e s  e x p a n s i o n  

( e q u a t i o n  ( I V , 5 )  ) i n c r e a s e s  ( S h u l l  e t .  a l ,  ( 1 9 5 9 )  ) .  H o w e v e r ,  

t h e  v a r i a t i o n a l  p r o c e d u r e  o u t l i n e d  a b o v e  w as n e c e s s a r y  i n  o r d e r  t o  

o b t a i n  a n y  b i n d i n g  i n  t h e  a n a l y s i s  o f  t h e  d i a t o m i c  m o l e c u l e  (  s e e  

C h a p t e r  V I I  ) .
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CHAPTER V I I ,

GROUP THEORETICAL ANALYSIS 

AND COMPUTATIONAL RESULTS.



lüS

I n  t h i s  a n d  t h e  f o l l o w i n g  c h a p t e r ,  t h e  s t r u c t u r a l  p r o p e r t i e s  o f  

v a r i o u s  i s o m e r s  f o r  c l u s t e r s  c o n s i s t i n g  o f  up  t o  n i n e  u n i v a l e n t  

a to m s  a r e  i n v e s t i g a t e d .  The a n a l y s i s  i s  w i t h i n  t h e  i n d o p e n d o n t - p a r -  

t i c l e  m o d e l  d i s c u s s e d  e a r l i e r  i n  C h a p t e r  IV .

As p o i n t e d  o u t  by  S h u l l  ( î 9 7 ü )  a n d  B u rd e n  a n d  W i l s o n  ( l 9 7 2 ) ,  t h e  

s u c c e s s  o f  n u m e r i c a l  c a l c u l a t i o n s  i n  w h ic h  t h e  g r o u n d  s t a t e s ,  i n  p a r 

t i c u l a r ,  o f  r e l a t i v e l y  s i m p l e  m a n y - e l e c t r o n  s y s t e m s  a r e  r e p r e s e n t e d  

b y  p r o p e r l y  s c a l e d  f u n c t i o n s  o f  ' M o l e c u l a r  O r b i t a l  ’ f o r m  i m p l i e s  

t h a t  s u c h  a p p r o x i m a t i o n s  c o n t a i n  t h e  e s s e n t i a l  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  t h e  

a v e r a g e  e l e c t r o n i c  d i s t r i b u t i o n s  i n  t h e s e  s y s t e m s .  U se  o f  a  s m a l l  

b a s i s  s e t  f o r  t h e  i n v e s t i g a t i o n  o f  a n  a g g r e g a t e  o f  a to m s  may bo e x 

p e c t e d ,  t h e r e f o r e ,  t o  p r o v i d e  a  m e a n i n g f u l  p i c t u r e  o f  t h e  c h a r g e  d i s 

t r i b u t i o n  i n  t h e  s t a t e  o f  t h e  s y s t e m  b e i n g  i n v e s t i g a t e d ,  a l t h o u g h  

p r o d u c i n g  a  r a t h e r  p o o r  d e s c r i p t i o n  o f  i t s  e n e r g y .  T h i s  p i c t u r e  o f  

t h e  c h a r g e  d e n s i t y ,  i n  c o n j u n c t i o n  w i t h  t h e  H o l lm a n n -F e y n m a n  t h e o r e m ,  

i s  p a r t i c u l a r l y  u s e f u l  i n  a  q u a l i t a t i v e  d i s c u s s i o n  o f  th o  r e l a t i v e  

s t a b i l i t y  o f  v a r i o u s  i s o m e r i c  fo rm s  f o r  a  g i v e n  c l u s t e r  o f  a t o m s .

I n  t h e  p r e s e n t  c h a p t e r ,  a  q u a l i t a t i v e  i n v e s t i g a t i o n  i s  made o f  t h e  

s y m m e try  a n d  s p a t i a l  p r o p e r t i e s  o f  t h e  c h a r g e  d i s t r i b u t i o n  i n  t h o  

g r o u n d  s t a t e s  o f  p o s s i b l e  i s o m e r s  f o r  c l u s t e r s  o f  u n i v a l e n t  a t o m s .  

E m p lo y in g  t h e  LCAÜ-W f o r m a l i s m  w i t h  t h e  s - t y p e ,  o r  s -  a n d  p - t y p e ,  

a t o m i c  v a l e n c e  o r b i t a l s  c e n t r e d  o n  e a c h  n u c l e u s  a s  b a s i s  f u n c t i o n s ,  

t h o  g r o s s  f e a t u r e s  a n d  r e l a t i v e  e n e r g i e s  o f  t h e  m o l e c u l a r  o r b i t a l s

f o r  an a g g r e g a t e ,  o f  g i v e n  s i z e  a n d  s h a p e ,  may bo d e r i v e d  f r o m  s i m 

p l e  sy m m e try  a r g u m e n t s ,  t h o  o c c u r r e n c e  o f  n o d a l  p i a n o s  a n d  s u r f a c e s  

a n d  t h e i r  r e s u l t a n t  c h a r g e  d i s t r i b u t i o n s , i f  o c c u p i e d .  S u b s e q u e n t  

u s e  o f  t h e  a u f b a u  p r i n z i p  t h e n  p r o v i d e s  a  q u a l i t a t i v e  d e s c r i p t i o n  o f  

t h e  t o t a l  c h a r g e  d i s t r i b u t i o n ;  i t s  syi.imotry i s  d e t e r m i n e d  by  th o  d i 

r e c t  p r o d u c t  o f  t h e  s y m m e t r i e s  o f  t h e  s i n g l y - o c c u p i e d  s p i n - o r b i t a l s  

( C h a p t e r  I I I  ) .
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üii t h e  same l e v e l  o f  a p p r o x i m a t i o n ,  e x p r e s s i o n s  f o r  t h o  o n o r g i o s  

o f  t h e  g r o u n d  s t a t e s  o f  some o f  th o  c l u s t e r s  s t u d i e d  a r e  d e r i v e d  i n  

t h e  V a l e n c e  Bond a n d  th o  s e m i - e m p i r i c a l  D i a t o m i c s - I n - M o l e c u l o s  f o r 

m a l i s m s ,  W here p o s s i b l e ,  t h o s e  e x p r e s s i o n s  a r e  u s e d  i n  d e t e r m i n i n g  

t h e  m o s t  s t a b l e  i s o m e r i c  f o r m  f o r  a  c l u s t e r  o f  g i v e n  s i z e .

The T r i m e r :  L i n e a r  S y m m e tr ic  C o n f i g u r a t i o n ,

S u c h  a  c o n f i g u r a t i o n  b e l o n g s  t o  t h e  - p o i n t  g r o u p .  H o w ev er ,

o n l y  t h e  s u b g r o u p ,  c o n s i s t i n g  o f  s i x t e e n  o p e r a t i o n s ,  w h ic h  i s  i s o m o r -  

p h o u s  t o  t h e  - p o i n t  g r o u p  n e e d  be c o n s i d e r e d  h e r e .  T h i s  f o l l o w s

s i n c e  t h e  o p e r a t i o n s  o f  t h e  s u b g r o u p  a r e  a d e q u a t e  f o r  c l a s s i f y i n g  

a l l  t h e  s t a t e s  o f  t h e  s y s t e m  w h ic h  c a n  bo i n v e s t i g a t e d  u s i n g  t h e  r e 

s t r i c t e d  b a s i s  o f  s -  a n d  p - a t o r a i c  f u n c t i o n s .

The s i x t e e n  o p e r a t i o n s  a r e  

1. I d e n t i t y  o p e r a t i o n .

2 a n d  3 , R o t a t i o n s  o f  "ÏÏJ  ̂ a n d  a b o u t  t h o  z - a x i s .

4 , R o t a t i o n  o f  TT a b o u t  t h e  z - a x i s .

5 a n d  6 , R e f l e c t i o n s  i n  t h e  two - p l a n e s :  y = ±  x  .

7 a n d  8 , R e f l e c t i o n s  i n  t h e  x z -  a n d  y z - p l a n e s .

9 .  R e f l e c t i o n  i n  t h o  m o l e c u l a r  m i d p o i n t ,  B .

10, R e f l e c t i o n  i n  t h o  x y - p l a n o ,

11 a n d  12, R o t a t i o n s  o f  ^  an d  a b o u t  t h e  z - a x i s ,  e a c h  f o l 

lo w ed  b y  a  r e f l e c t i o n  i n  t h o  x y - p l a n o .

13 a n d  1 4 . R o t a t i o n s  o f  TT a b o u t  t h e  x -  a n d  y - a x o s .
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]5 a n d  16. R o t a t i o n s  o f  TT a b o u t  a x e s  p a r a l l e l  t o  t h e  - p l a n e s ,

e a c h  f o l l o w e d  by  a  r e f l e c t i o n  i n  t h e  x y - p l a n o .

M o le c u la r  O r b i t a l  D e s c r i p t i o n ,

U s i n g  t h o  p r o j e c t i o n  o p e r a t o r  t e c h n i q u e s  d e s c r i b e d  i n  C h a p t e r  I I I ,  

a n d  t h e  C h a r a c t e r  T a b l e  ( T a b l e  ( V I I .  l )  ) f o r  t h e  / G ^ - p o i n t  g r o u p ,  

t h e  s y m m e try  o r b i t a l s  f o r  t h e  s y s t e m  a r e  a s  f o l l o w s :

! ( S . ,  + -  Zg )

IT, ! < \  A  < ya. -  yc >

TL :  ̂ + ^ c ~ > y ^ . y c ’>■ ^bfvb  <vn.o
The n o t a t i o n  i n  t h e  f i r s t  c o lu m n  s p e c i f i e s  p a r t i c u l a r  i r r e d u c i b l e  

r e p r e s e n t a t i o n s  o f  t h e  - p o i n t  g r o u p .

Tho m o l e c u l a r  o r b i t a l s  o f  t h e  s y s t e m  a r e  t h e n  g i v e n  b y  l i n e a r  com

b i n a t i o n s  o f  t h o  a b o v e  sy m m e try  o r b i t a l s ,  t h e  c o e f f i c i e n t s  b e i n g  d e 

t e r m i n e d  b y  t h e  s e l f - c o n s i s t e n t  f i e l d  p r o c e d u r e  o u t l i n e d  i n  C h a p t e r s  

IV a n d  X , Tho o n l y  e x c e p t i o n s  t o  t h i s  a r e  t h e  7 ^ - o r b i t a l s ,  w h ic h  

a r e  d e t e r m i n e d  u n i q u e l y  b y  sy m m etry  i n  t h i s  t r e a t m e n t .

Q u a l i t a t i v e  a r g u m e n t s  i n d i c a t e  t h a t ,  when t h e  s y s t e m  i s  i n  i t s  

g r o u n d  s t a t e ,  t h e  l o w e s t - e n e r g y  ~ a n d  c r ^ - m o l e c u l a r  o r b i t a l s  w i l l  

b e  d o u b l y -  a n d  s i n g l y - o c c u p i e d ,  r e s p e c t i v e l y .  T h i s  f o l l o w s  s i n c e  

e l e c t r o n s  i n  t h e s e  s t a t e s  ( s e e  F i g u r e  ( V I I .  I)  ) h a v e  t h o  l a r g e s t  

p r o b a b i l i t i e s  o f  b e i n g  i n  t h o s e  r e g i o n s  b e tw e e n  t h e  n u c l e i  w h e re  t h e  

p o t e n t i a l  e n e r g y  i s  l o w e s t .  F u r t h e r m o r e ,  u s i n g  t h e  s p a t i a l  v a r i a t i o n  

o f  a n  o r b i t a l  f u n c t i o n  a s  an  i n d i c a t i o n  o f  t h o  s i z e  o f  t h e  k i n e t i c  

e n e r g y  o f  a n  e l e c t r o n  o c c u p y i n g  t h a t  o r b i t a l ,  i t  f o l l o w s  t h a t  t h e  a — 

b o v e  s t a t e s  w i l l  h a v e  th o  l o w e s t  k i n e t i c  e n e r g i e s  a n d ,  h e n c e ,  be  t h e

two m o s t  s t a b l e  f o r  t h o  s y s t e m .

The g r o u n d  s t a t e  o f  t h e  s y s t e m  w i l l  t h e r e f o r e  h a v e  2 .* . , - s y m m e t r y .
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V a lo n c e  Rond r t o s o r i n t i o n .

E m p lo y in g  t h e  M in im a l  B a s i s  s e t  o f  f u n c t i o n s ,  i t  i s  p o s s i b l e  t o  

c o n s t r u c t  n i n e  S l a t e r  d e t e r m i n a n t a l  f u n c t i o n s  f o r  t h o  s y s t e m ,  e a c h  

o f  w h ic h  i s  a n  e i g e n f u n c t i o n  o f  t h e  s p i n - o p e r a t o r , , w i t h  e i g e n 

v a l u e  g i v e n  b y  ra = 0 . 5  ( i n  a t o m i c  u n i t s ,  1\ = 1 ) .  T h e s e  a r e  a s  

f o l l o w s  :

%  =  A K t s U i y  %  =

&  =  ^  %  =  c H s 1 4 sI )
.................. ( V I I . 2 )

Of t h e  a b o v e  f u n c t i o n s ,  ^  a n d  a r e  h e r e a f t e r  r e f e r r e d  t o

a s  r i e i t l e r - L o n d o n  t y p e  f u n c t i o n s .

I t  i s  p o s s i b l e  t o  f o r m  l i n e a r  c o m b i n a t i o n s  o f  t h e  a b o v e  f u n c t i o n s  

w h i c h  a r e  e i g e n f u n c t i o n s  o f  t h e  t o t a l  s p i n - o p e r a t o r  a n d  w h ic h  b e l o n g  

t o  some i r r e d u c i b l e  r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  p o i n t  g r o u p  f o r  t h e  c o n f i 

g u r a t i o n  ( C h a p t e r  I I I  ) .  I n  p a r t i c u l a r ,  t h e  s y m m e t r y - a d a p t e d  f u n c 

t i o n s  f o r m e d  f r o m  t h e  H e i t l e r - L o n d o n  t y p e  f u n c t i o n s  a r e ;

^  ^  +  2  ^  )  ...............( V I I . 3 )

E x p r e s s i o n s  f o r  t h e  e n e r g y  o f  t h e  ^ . . ^ . ^ - s t a t e  a r e  g i v e n  l a t e r .



J v q u  r e . (  in u  /  )
H 3

A

6

(/>

, 0 ”

( z / ) .

e > - < p  c z = 3

(/V;

x(<3.

J ^ ^ o r t  ( V l h ^ )

C K ) ( ; ^ )

<̂ Mug. y^A jyy^n^ L - i ^  ( T r t 4 ^ 6 ^ 6



114

; -e
( 0 ,

f 10 77 7Z^  f  J - 6  f f
; ; /  ; ; ; 7 ; 7 7 7 7

< ; ; ;  -7  - ; - ; ~ ; ; ; 7 - 7 - 7
< / ; /  - ;  - ; - ; ; - 7 -7 - 7 ; 7

; ; ; ; / ; -; - 7 - 7 - 7 - 7 -7
-; ^7 0 0 X <? () - 7 - 7
-; - ^ 0  0 0 -"aif 0 0 0 7 7

^  S< Â jp jy^\yiJZ ^ T'e4>T e^-e^i%^3y63»v

C A ./V r ^ ^  c t i s  ^

. /6A ^ (X^q -  c r r ix ^ A U ^  .



115

Tho T r i r . e r ; E q u i l a t e r a l  T r i a n g u l a r  C o n f i g u r a t i o n ,

8

X.

A
I n  t h i s  c a s e ,  t h e  c o n f i g u r a t i o n  b e l o n g s  t o  t h e  - p o i n t  g r o u p .

The t w e l v e  sy m m e try  o p e r a t i o n s  o f  t h i s  g r o u p  a r e  a s  f o l l o w s :

1, I d e n t i t y  o p e r a t i o n .

2 a n d  3 . R o t a t i o n s  o f  a n d  a b o u t  t h e  p r i n c i p a l  a x i s ,

4 , 5 a n d  6 . R e f l e c t i o n s  i n  t h e  t h r e e  - p l a n e s .

7o R e f l e c t i o n  i n  t h e  - p l a n e ,

8 , 9 a n d  10, . R o t a t i o n s  a b o u t  t h e  t h r e e  t w o - f o l d  a x e s ,

n  a n d  12, R o t a t i o n s  o f  a n d  a b o u t  t h e  p r i n c i p a l  a x i s ,  

e a c h  f o l l o w e d  b y  a  r e f l e c t i o n  i n  t h e  - p l a n e .

The C h a r a c t e r  T a b l e  f o r  t h e  g r o u p  i s  g i v e n  i n  T a b l e  ( V I I . 2 ) .

m o l e c u l a r  C r b i t a l  D e s c r i p t i o n .

The s y m m e try  o r b i t a l s  f o r  t h e  s y s t e m  a r e

. / /

( +  s ^  ) ,  ( • / ?  X* +  )

( -  vT  )

( Z* +  2 * +  Z *  )

( ) / (  -  2 s ^  + s ^  ) ,  (  +  x ^  +  x ^  ) /

 ̂ ^  ^  ^   ̂  ̂ ) /

( -  y^ + 2y^ -  -  y .  )

(  -  Z g  )  /  (  z ^  -  2 z ^  +  Z g  )  .......................( V I I , 4 )

A q u a l i t a t i v e  a n a l y s i s  o f  t h e  r e l a t i v e  e n e r g i e s  o f  t h e  m o l e c u l a r  

o r b i t a l s  o f  t h e  s v s t e m  a n d  t h e  s u b s e q u e n t  u s e  o f  t h o  a u f b a u  p r i n z i p
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i n d i c a t e s  t h a t  t h e  g r o u n d  s t a t e  i s  g i v e n  m a i n l y  b y  t h o  e l e c t r o n i c  

c o n f i g u r a t i o n  ( la'J )'*’ ( le'^ a n d ,  t h e r e f o r e ,  h a s  sy m m e try  . 

A c c o r d i n g  t o  a  g e n e r a l  t h e o r e m  o f  J a h n  a n d  T o l l e r  ( C h a p t e r  I I  ) ,  

t h i s  s t a t e  i s  u n s t a b l e  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  d o u b l y - d e g e n e r a t e  E ^ -  

t y p o  d i s t o r t i o n s  w h ic h  rem ove  i t s  o r b i t a l  d e g e n e r a c y .  F u r t h e r  d i s 

c u s s i o n  o f  t h e  J a h n - T e l l e r  i n s t a b i l i t y  i s  g i v e n  i n  C h a p t e r  V I I I .

V a l e n c e  Bond D e s c r i p t i o n .

U s i n g  t h e  H e i t l e r - L o n d o n  t y p e  f u n c t i o n s  o f  e q u a t i o n  ( V I I . 2 ) ,  t h e

s y m m e t r y - a d a p t e d  f u n c t i o n s  f o r  t h e  s y s t e m  a r e

( ^  + ^  + 2 ^ ) / ( ^  -  ^  ) . . . . ( V I I . 5)

From  e q u a t i o n s  ( V I I . 3 ) a n d  ( V I I , 5 ) ,  t h e  e n e r g i e s  o f  t h e  g r o u n d  

s t a t e s  o f  t h e  l i n e a r  s y m m e t r i c  a n d  e q u i l a t e r a l  t r i a n g u l a r  s y s t e m s  

a r e  g i v e n  b y

H e i t l e r - L o n d o n  A p p r o x im a t io n :

(I + sL  -  s f  -  sL s ..)'* ((2 + sft)<  s^l s . /  + 2< I s .stXA <Xh Mt

+ 2 S ^ (  1 -  S ^ ) <  s ^ l  h.„^l Sfc > -  ( S ^  + 2 S ^ ) <  s * |  h * * |  >

+ (1 -  36 I h.^1 Sfo > + < I > + < B^Sy I

+ > -  2 S ^ <  I I s ^ s ^  >

-  S ^ <  I s ^ s ^  > -  2 S ^ <  s ^ s ^  I >)

3(1  -  (< I > -  S ^ <  s ^ l  h * ^ |  S t  >

+ < s  s  I 8 > -  S ^ <  S^St, I S ^S^ > )
.................. ( V I I . 6 )

D i a t o m i c s - I n - M o l e c u l e s  A p p r o x i m a t i o n :
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w h o re  ^.nd a r e ,  r e s p e c t i v e l y ,  t h o

e n e r g i e s ,  i n  t h e  V a le n c e  Bond D e s c r i p t i o n ,  o f  t h o  v a l e n c e  e l e c t r o n s  

i n  t h o  g r o u n d  a n d  f i r s t  t r i p l e t  s t a t e s  o f  t h e  d i m e r ,  m e a s u r e d  a s  a 

f u n c t i o n  o f  t h e  i n t e r n u c l e a r  s e p a r a t i o n ,  R ^ .  i s  t h e  v a l e n c e

e l e c t r o n  e n e r g y  i n  an  i s o l a t e d  a to m  ( e q u a t i o n  (V I .2 G )  ) .

The e n e r g y  e x p r e s s i o n s  o f  e q u a t i o n  ( V I I , 6 )  a r e  d e r i v e d  i n  t h e  a p 

p e n d i x  f o l l o w i n g  t h i s  c h a p t e r .

F i n a l l y ,  f r o m  e q u a t i o n  ( V I I . 7 ) ,  i t  i s  e x p e c t e d  t h a t  t h e  l i n e a r  

s t r u c t u r e  w i l l  b e  t h e  more s t a b l e  f o r m  f o r  t h e  t r i m e r .

The Q u a d r a m e r ; S q u a r e  C o n f i g u r a t i o n ,

I n  t h i s  s e c t i o n ,  t h e  s q u a r e  c o n f i g u r a t i o n  f o r  t h e  t e t r a - a t o m i c  

c l u s t e r  i s  i n v e s t i g a t e d .

T h i s  s t r u c t u r e  b e l o n g s  t o  t h e  - p o i n t  g r o u p .  The s i x t e e n  o p 

e r a t i o n s  h a v e  a l r e a d y  b e e n  d i s c u s s e d  d u r i n g  t h e  s t u d y  o f  t h e  l i n e a r  

f o r m  f o r  t h e  t r i a t o m i c  s y s t e m  a n d  t h e  C h a r a c t e r  T a b l e  i s  g i v e n  i n  

T a b l e  ( V I I ,  l ) .

M o l e c u l a r  O r b i t a l  D e s c r i p t i o n ,

The s y m m e try  o r b i t a l s  f o r  t h e  a g g r e g a t e  a r e  a s  f o l l o w s :

A y  ■ ( S., + S,, + ) ,  (  -  X,. -  )
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^ 2̂ '  ( )

y ^  )

^ 9  •' ( +  8^ -  s ^  ) ,  ( + y^ _ +  y ,  -  )

A t v  / ( %A, -  %6 +  z ^  -  z ^ )

? ( x ^  +  y ^  -  x ^  +  y^ -  x^  -  y^ + x ^  -  y ^  )

 ̂ 2;«. ”  + z ^  ) /  ( z ^  +  z ^  -  z ^  -  z ^  >

i (  -  S& -  8^ + s ^  ) / (  8 ^  + s ^  -  s ^  -  s ^  ) ,

< + x ^  + x ^  ) /  ( y ^  + y^ + y^ +  y^ ) ,

(  + y& -  y^ ) / / (  % a -  %6 + Xf -  X j  )

...................( V I I , 8 )

U s i n g  t h e  a b o v e  b a s i s  s e t ,  t h e r e f o r e ,  a l l  t h e  o n e - e l e c t r o n  s t a t e s  

o f  t h e  s y s t e m ,  e x c e p t  t h o s e  o f  ^ t v ~  a n d  ^ - s y m m e t r y ,  may be  s t u d i e d .  

H o w e v e r ,  i n  t h e  M in im a l  B a s i s  c a l c u l a t i o n ,  o n l y  t h o s e  w i t h  - ,

6 ^  -  a n d  6 ^  - s y m m e t r y  c a n  b e  i n v e s t i g a t e d ,

A q u a l i t a t i v e  a n a l y s i s  o f  t h e  c h a r g e  d i s t r i b u t i o n  i n  e a c h  o f  t h e  

m o l e c u l a r  o r b i t a l s  o f  t h e  s y s t e m ,  f o r m e d  a s  u s u a l  b y  s u i t a b l e  l i n 

e a r  c o m b i n a t i o n s  o f  t h e  a b o v e  sy m m e try  o r b i t a l s ,  s u g g e s t s  t h e  f o l 

l o w i n g  o n e - e l e c t r o n  e n e r g y  l e v e l  schem e ;

*= ' V  ^ (  2 a ,^  < ....................

T h i s  s c h e m e  w as d e r i v e d  b y  u s i n g  t h e  f o l l o w i n g  q u a l i t a t i v e  a r g u m e n t :  

- o r b i t a l s :  T h e re  a r e  two o r b i t a l s  o f  t h i s  sy m m etry  t y p e .  The

m o s t  s t a b l e  o n e  w i l l  b e  co m posed  m a i n l y  o f  s - t y p e  

a t o m i c  f u n c t i o n s .  I t  w i l l  c o r r e s p o n d  t o  a  b u i l d - u p  o f  e l e c t r o n i c  

c h a r g e  i n  t h e  r e g i o n  b e tw e e n  t h e  n u c l e i  w h e re  t h e  p o t e n t i a l  e n e r g y

i s  l o w e s t  (  F i g u r e  ( V I I . 2 )  ) ,  F u r t h e r m o r e ,  i t s  r e l a t i v e l y  sm o o th  

s p a t i a l  v a r i a t i o n ,  a s  c o m p a re d  t o  t h e  o t h e r  m o l e c u l a r  o r b i t a l s ,  i n 

d i c a t e s  a  l o w e r  k i n e t i c  e n e r g y  a n d ,  h e n c e ,  a  l o w e r  o r b i t a l  e n e r g y .

On t h e  o t h e r  h a n d ,  t h e  s e c o n d  - o r b i t a l  w i l l  h a v e  a  l a r g e  p -

t y p e  c o m p o n e n t  a n d  c o r r e s p o n d  e s s e n t i a l l y  t o  f o u r  h y b r i d  l o n e - p a i r s

s i t u a t e d  o n  e a c h  a to m  a s  show n s c h e m a t i c a l l y  i n  F i g u r e  ( V I I , 3 )»

T h i s  o r b i t a l  w i l l  t h e r e f o r e  b e  e x p e c t e d  t o  h a v e  a n  o r b i t a l  e n e r g y
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w h i c h  i s  r a t h e r  c l o s e  t o ,  b u t  s l i g h t l y  l o s s  t h a n ,  t h a t  o f  t h e  p - l e v e l  

i n  t h e  f r e e  a t o m ,

- o r b i t a l s  : The m o s t  s t a b l e  o r b i t a l s  o f  t h i s  s y m m e t r y  t y p e  w i l l  

a g a i n  b e  c o m p o s e d  m a i n l y  o f  s - t y p e  a t o m i c  f u n c t i o n s ,  

b u t ,  i n  a d d i t i o n ,  e a c h  w i l l  p o s s e s s  o n e  n o d a l  p l a n e  ( F i g u r e  ( V I I . 2 )  ) .

T h e  d e g e n e r a c y  o f  t h i s  s t a t e  p e r m i t s  tw o  d i s t i n c t ,  b u t  e q u a l l y  v a l i d ,  

d e s c r i p t i o n s  o f  t h e  n o d a l  p l a n e  i n  e a c h  o r b i t a l .  I t  may e i t h e r  c o 

i n c i d e  w i t h  a  d i a g o n a l  o f  t h e  s q u a r e  o r  p e r p e n d i c u l a r l y  b i s e c t  a  p a i r  

o f  p a r a l l e l  s i d e s .

T he p r e s e n c e  o f  t h e  n o d a l  p l a n e s  r e s u l t s  i n  t h e s e  o r b i t a l s  h a v i n g  

a n  i n c r e a s e d  k i n e t i c  e n e r g y  r e l a t i v e  t o  t h e  f i r s t  - o r b i t a l  a s

w e l l  a s  l e s s  c h a r g e  i n  t h e  l o w - p o t e n t i a l  r e g i o n s .  H o w e v e r ,  t h e y  w i l l  

b e  m o re  s t a b l e  t h a n  t h e  s e c o n d  - o r b i t a l  b e c a u s e  o f  t h e i r  l a r g e r  

c o m p o n e n t  o f  s - t y p e  f u n c t i o n s  a n d  g r e a t e r  c o n c e n t r a t i o n  o f  c h a r g e  i n  

t h e  i n t e r n u c l e a r  r e g i o n s .

T he  a b o v e  a r g u m e n t s  w e r e  r e p e a t e d  t o  d e t e r m i n e  t h e  r e l a t i v e  e n e r g i e s  

o f  som e o f  t h e  o t h e r  o r b i t a l s .

T he  u s u a l  a u f b a u  p r i n z i p  t h e n  i n d i c a t e s  t h a t  t h e  g r o u n d  s t a t e  o f  t h e  

s y s t e m  h a s  - s y m m e t r y  a n d  i s ,  t h e r e f o r e ,  p a r a m a g n e t i c .  I t  i s  a l s o  

v e r y  w e a k l y  J a h n - T e l l e r  a c t i v e  o w i n g  t o  i t s  s p i n - d e g e n e r a c y ,

V a l e n c e  Bond D e s c r i p t i o n ,

E m p l o y i n g  o n e  s - t y p e  f u n c t i o n  c e n t r e d  o n  e a c h  n u c l e u s  o f  t h e  t e t r a -  

a t o m i c  s y s t e m ,  i t  i s  p o s s i b l e  t o  c o n s t r u c t  s i x  H e i t l e r - L o n d o n  t y p e

f u n c t i o n s .  T h e s e  a r e

— -- V ^  y* -V. , ^ -T- y, —(t, /  ^  -f- — —

....................( V I I . 9 )

F ro m  t h e s e  i t  i s  t h e n  p o s s i b l e  t o  d e t e r m i n e  t h e  s y m m e t r y - a d a p t e d  

d e t e r m i n a n t a l  f u n c t i o n s  f o r  t h e  s q u a r e .  T h e s e  a r e  a s  f o l l o w s :
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f j

-  %  + ^  +  ^  ^  ^  )

^  -  # - )

%  -  ^  ^  ^  )

4  " %  " ^  ^  )

^  +  2 ^ + < ^  + <i^ + 2 +  ^  )

( V I I . 10)

T he  e n e r g y  o f  t h e  g r o u n d  s t a t e  i s  t h e n  g i v e n  b y  

H e i t l e r - L o n d o n  A p p r o x i m a t i o n :

C )

( I  -  S ^ ) '^ (  4 (1  -  8 ^ ) ( <  s ^ l  h ^ l  s ^ >  -  S ^ <  s ^ l  h ^ l  >)

+ 4<< I  ̂ -  S^,< ŝ ®fc I s.,S(, >) -  SS^< I s * s ^ >

+  2 ( 1  -  S ^ ) ( <  1 s ^ s _ .  >  -  <  I s ^ s _ .  > )  +  8 S ^ <  I s ^ s ^ >

-  4Si;< I B^S^> + 4S^< I  S(,S^> )
( V I I . 1 1 )

D i a t o m i c s - I n - M o l e c u l e s  A p p r o x i m a t i o n :

................... ( V I I . 12)

A l l  q u a n t i t i e s  a r e  a s  d e f i n e d  p r e v i o u s l y  d u r i n g  t h e  s t u d y  o f  t h e  

t r i m e r  o r  a r e  e x p l a i n e d  i n  t h e  a p p e n d i x  w h e r e  t h e  d e r i v a t i o n  o f  

e q u a t i o n  ( V I I .  12) i s  a l s o  g i v e n .

I t  i s  i n t e r e s t i n g  t o  n o t e  t h a t ,  i n  t h e  D i a t o m i c s - I n - M o l e c u l e s  t h e 

o r y ,  t h e  s y m m e t r y  o f  t h e  g r o u n d  s t a t e  f o r  t h e  s q u a r e  i s  , w i t h
7

e n e r g y  g i v e n  b y  ( c f .  e q u a t i o n  ( V I I , 12) )

I n  the simple Molecular Orbital theory, the -  and A ^ -sta te s

h a v e  t h e  sam e o r b i t a l  c o n f i g u r a t i o n :

>
( la^^ )** ( l e ^ ) ^  a n t i p a r a l l e l  s p i n s  i n  u n f i l l e d  d e g e n e r a t e  l e v e l ;
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p a r a l l e l  s o i n s  i n  u n f i l l e d  d e g e n e r a t e  l e v e l .  

T h e i r  r e l a t i v e  s t a b i l i t y  d e p e n d s  s o l e l y  u p o n  t h e  n a t u r e  o f  t h e  e x 

c h a n g e  i n t e r a c t i o n  i n  t h e  h a l f - f i l l e d  d e g e n e r a t e  s t a t e .  R e s u l t s  o f  

c a l c u l a t i o n s  p e r f o r m e d  u s i n g  a  M in im a l  B a s i s  s e t  c o n f i r m  t h a t  t h e

- s t a t e  i s  t h e  m ore  s t a b l e .  M o r e o v e r ,  t h i s  i s  i n  a c c o r d  w i t h  e x 

p e r i e n c e  a n d  s u g g e s t s  t h a t  t h e  p r e s e n t  c o n c l u s i o n s  o f  t h e  DIM t h e o r y  

a r e  e r r o n e o u s .

T he Q u a d r a m e r :  T e t r a h e d r a l  C o n f i g u r a t i o n ,

c
S u c h  a  s t r u c t u r e  b e l o n g s  t o  t h e  - p o i n t  g r o u p .  T he t w e n t y - f o u r  

s y m m e t r y  o p e r a t i o n s  a r e  

1 .  I d e n t i t y  o p e r a t i o n .

2 , 3  a n d  4 , R o t a t i o n s  o f  T  a b o u t  t h e  x - ,  y -  a n d  z - a x e s ,

5 ,  , . . .  8 ,  R o t a t i o n s  o f  i u  a  p o s i t i v e  d i r e c t i o n  a b o u t  t h e

a x e s  OA, OB, OC a n d  OD, ÜA, OB, e t c , ,  d e n o t e  p o s i t i v e  

d i r e c t i o n s ,

9 ,  , , , ,  12 , R o t a t i o n s  o f  i n  t h e  sam e s e n s e  a b o u t  t h e  sam e

f o u r  t h r e e - f o l d  a x e s ,

1 3 , 1 4 ,  , .  1 8 ,  R o t a t i o n s  o f  a n d  a b o u t  t h e  x - ,  y -  a n d

z - a x e s ,  e a c h  f o l l o w e d  b y  a n  i n v e r s i o n  i n  t h e  o r i g i n ,

1 9 , 2 0 ,  . .  2 4 , R e f l e c t i o n s  i n  t h e  s i x  <r̂  - p i a n o s :
X y ,  X = i  z ,  a n d  y  = i  z .
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M o l e c u l a r  O r b i t a l  J>3 s c r i p t i o n ,

U s i n g  t h e  p r o j e c t i o n  o p e r a t o r  t e c h n i q u e s  d i s c u s s e d  e a r l i e r  i n  C h a p 

t e r  I I I  a n d  t h e  C h a r a c t e r  T a b l e  f o r  t h e  (4 - p o i n t  g r o u p  ( J a f f e  a n d  

O r c h i n  ( 1 9 6 5 )  ) ,  t h e  s y m m e t r y  o r b i t a l s  f o r  t h e  s y s t e m  a r e  a s  f o l l o w s :

A ,  '  < > >

< + y«, +  V  +  -  y*  -  =^6 -  +  y^ -  >

£  '  ( +  2 X4  +  y ,  + Zfc -  2 x^ +  y« -  Zg -  2 x ^  -  ) /

< y» -  -  y* +  =^6 -  y« -  + y<i + >

^  : (  -  y ^  +  z ^  +  -  Z 4, -  y^ -  ) /

< \  ) /

+  y«, + * 4  +  y i +  -  3k >

( = « . +  =4 -  > / <  s . .  -  S *  -  3 ^  + ) / (  3 *  -  S j,  +  8 g  -  S ^ ) ,

< x ^  +  x ^  + x ^  + x ^  ) / (  y ^  + y^ +  y ^  + y^ ) / (  z ^ +  z ^ +  z ^ +  z ^  ) ,

< y ^  +  V  y<. -  ^4  +  y^ -  -  y,c +  ^ ^  ) /

(  Xg. +  Z<1 -  X 4  + ^ 4  +  * «  -  3^1 -  -  z ^  ) /

( X* + y,. -  * 4  +  y 4  -  * 4  -  yc +  -  y *  >

.....................( V I I . 1 3 )

I n  t h i s  a p p r o x i m a t i o n ,  t h e r e f o r e ,  a l l  t h e  o n e - e l e c t r o n  s t a t e s  o f  t h e  

s y s t e m ,  e x c e p t  t h o s e  o f  - s y m m e t r y ,  may b e  i n v e s t i g a t e d .  F u r t h e r 

m o r e ,  t h e  m o l e c u l a r  o r b i t a l s  o f  6  -  a n d  ^  - s y m m e t r y  t y p e  a r e  d e 

t e r m i n e d  u n i q u e l y  b y  s y m m e t r y ,

A q u a l i t a t i v e  a n a l y s i s ,  s i m i l a r  t o  t h a t  d e s c r i b e d  e a r l i e r  w h e n  s t u 

d y i n g  t h e  s q u a r e  c o n f i g u r a t i o n , i n d i c a t e s  t h a t  t h e  o n e - e l e c t r o n  e n e r g y  

l e v e l  s c h e m e  w i l l  b e

lay  < I t ^  <

3  —7
T h u s ,  t h e  m o s t  s t a b l e  m o l e c u l a r  s t a t e  w i l l  h a v e  Vy - s y m m e t r y  a n d  w i l l ,  

t h e r e f o r e ,  b e  u n s t a b l e  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  d e g e n e r a t e  £  -  a n d  -  

t y p e  d i s t o r t i o n s .  The c a u s e  o f  t h i s  i n s t a b i l i t y  i s  r e l a t e d  t o  t h e  

c h a r g e  d i s t r i b u t i o n  i n  t h e  p a r t i a l l y  f i l l e d  t r i p l y - d e g e n e r a t e

l e v e l  ( F i g u r e  ( V I I ,4) ) ,  a s  e x p l a i n e d  l a t e r  i n  C h a p t e r  V I I I ,
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V al e n c e  Bond D e s c r i p t i o n .

U s i n g  t h e  S l a t e r  d e t e r m i n a n t s  d e f i n e d  e a r l i e r  i n  e q u a t i o n  ( V I I . 9 ) ,  

t h e  s y m m e t r y - a d a p t e d  f u n c t i o n s  f o r  t h e  t e t r a h e d r a l  s y s t e m  a r e

f ^  -  ^ ) / <

....................( V I I . 14)
T he e n e r g y  o f  t h e  g r o u n d  s t a t e  i s  t h e n  g i v e n  b y  

H e i t l e r - L o n d o n  A p p r o x i m a t i o n :

=

( I  -  4 0  -  S ^ ) ( <  s j  h ^ l  s ^ >  -  S ^ <  s ^ l  h ^ l  8 4  > )

+  2 ( 3  -  s ^ ) <  I > -  8S ^ <  1 8 * 8 ^  >

-  2 ( 1  +  S ^ ) <  8^ 8 ^  I 8 ^ 8 4  >  +  8 S ^ <  8^ 8 ^  I 8. ^ 8 ^  >  )

....................( V I I . 15)

D i a t o m i c s - I n - M o l e c u l e s  A p p r o x i m a t i o n :

)  = 2 £ '^U c. (  )  + ^  J) -  8  4 ^ .

( V I I . 16)

T h e  c o n c l u s i o n s  o f  t h e  D i a t o m i c s - I n - M o l e c u l e s  t h e o r y  a r e  a g a i n  i n  

c o n f l i c t  w i t h  t h o s e  o f  t h e  s i m p l e  M o l e c u l a r  O r b i t a l  t h e o r y .  T he DIM 

t h e o r y  s u g g e s t s  t h a t  t h e  s y m m e t r y  o f  t h e  g r o u n d  s t a t e  w i l l  b e  ^  ,

w i t h  t h e  e n e r g y  g i v e n  b y

C )  - 3  ^ j  + 3  -  8

As m e n t i o n e d  b e f o r e ,  h o w e v e r ,  i t  i s  m o s t  l i k e l y  t h a t  t h e  c o n c l u s i o n s  

o f  t h e  l a t t e r  t h e o r y  a r e  e r r o n e o u s ,

F i n a l l y ,  c o m p a r i s o n  o f  e q u a t i o n  ( V I I . 1 6 )  f o r  t h e  t e t r a h e d r o n  w i t h  

e q u a t i o n  ( V I I . 12) f o r  t h e  s q u a r e  s u g g e s t s  t h a t  t h e  l a t t e r  i s  a  m o re  

s t a b l e  f o r m  f o r  t h e  t e t r a - a t o r a i c  c l u s t e r .
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T he Q u a d r a m e r ;  L i n e a r  C o n f i g u r a t i o n ,

As w as  t h e  c a s e  f o r  t h e  l i n e a r  t r i a t o m i c  s y s t e m ,  t h e  a b o v e  c o n f i g 

u r a t i o n  b e l o n g s  t o  t h e  ' ^ ^ - p o i n t  g r o u p  b u t  o n l y  t h e  > ^ ^ - s u b g r o u p  

o f  s y m m e t r y  o p e r a t i o n s  n e e d  b e  c o n s i d e r e d  h e r e .

/S)

M o l e c u l a r  O r b i t a l  D e s c r i p t i o n .

The s y m m e t r y  o r b i t a l s  o f  t h e  s y s t e m  a r e

( S *  +  S ^  ) ;  (  S& +  ) ,  (  ) ,  (  )

( ),  (  S& -  Sg ) ,  (  z , .  +  ) ,  (  Z& +  Z* )

(  -  V  > / <  -  y^  ) .  (  ) / (  y* -  3^ )

(  y.^ +  y ^  ) '  (  ) / (  y& + y ^  )

....................( V I I . 17 )

I n  t h i s  c a s e ,  t h e r e f o r e ,  t h e  s e l f - c o n s i s t e n t  f i e l d  p r o c e d u r e  o u t 

l i n e d  i n  C h a p t e r  IV  m u s t  b e  u s e d  t o  d e t e r m i n e  a l l  t h e  m o l e c u l a r  o r 

b i t a l s  o f  t h e  s y s t e m .

Q u a l i t a t i v e  a r g u m e n t s  i n d i c a t e  t h a t ,  w h en  t h e  s y s t e m  i s  i n  i t s  

g r o u n d  s t a t e ,  t h e  f i r s t  -  a n d  - m o l e c u l a r  o r b i t a l s  w i l l  e a c h  

b e  d o u b l y - o c c u p i e d .  T he  - o r b i t a l  i s  t h e  m ore  s t a b l e  o f  t h e  tw o 

s i n c e  i t  p e r m i t s  a  g r e a t e r  b u i l d - u p  o f  c h a r g e  i n  t h e  lo w  p o t e n t i a l ,  

i n t e r n u c l e a r  r e g i o n s  ( c f .  F i g u r e  ( V l l . l ( i ) )  ) .  As sh o w n  i n  F i g u r e  

( V I I . 5 ) ,  t h e  ^ ^ - o r b i t a l  a l l o w s  c h a r g e  b u i l d - u p  o n l y  i n  t h e  r e g i o n s  

AB a n d  CD a n d ,  f u r t h e r m o r e ,  t h e  p r e s e n c e  o f  t h e  n o d a l  p l a n e  i n d i 

c a t e s  t h a t  a n  e l e c t r o n  i n  t h i s  o r b i t a l  w i l l  h a v e  a  h i g h e r  k i n e t i c  

e n e r g y  t h a n  o n e  i n  t h e  ^  - o r b i t a l .

T he  a b o v e  c o n s i d e r a t i o n s  s u g g e s t  t h a t  t h e  s y m m e t r y  o f  t h e  g r o u n d  

s t a t e  w i l l  b e  a n d ,  a l s o ,  t h a t  t h e  m o s t  s t a b l e  f o r m  o f  t h e  l i n 

e a r  s t r u c t u r e  w i l l  b e  s u c h  t h a t  ^  R ^  .
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V a l e n c e  Bond D o s c r i p t i o n .

I t  i s  p o s s i b l e  t o  d e t e r m i n e  l i n e a r  c o m b i n a t i o n s  o f  t h e  S l a t e r  d e 

t e r m i n a n t s  d e f i n e d  i n  e q u a t i o n  ( V I I . 9 ) ,  w h i c h  h a v e  - s y m m e t r y .

T h e s e  a r e  a s  f o l l o w s ;

................... ( V I I . 18)

I n  t h e  l a n g u a g e  o f  V a l e n c e  B o n d  t h e o r y ,  t h e  f i r s t  f u n c t i o n  r e p r e s e n t s  

e l e c t r o n - p a i r  b o n d s  b e t w e e n  a to m s  A a n d  B (A -B )  a n d  C a n d  D ( C - D ) ,  

w h e r e a s  t h e  l a t t e r  r e p r e s e n t s  t h e  b o n d s  (A -C )  a n d  ( B - D ) ,

An a p p r o x i m a t e  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  e n e r g y  o f  t h e  g r o u n d  ( ^ ^  -  ) 

s t a t e  i s  g i v e n  l a t e r .

The Q u a d r a m e r : j —( o r  ^  — ) S h a p e d  C o n f i g u r a t i o n ,

A Z

y

£>

T h i s  s t r u c t u r e ,  w h i c h  i s  sh o w n  i n  t h e  a b o v e  d i a g r a m ,  b e l o n g s  t o  

t h e  - p o i n t  g r o u p .  T he  f o u r  s y m m e t r y  o p e r a t i o n s  o f  t h e  g r o u p  a r e

1 . I d e n t i t y  o p e r a t i o n ,

2 ,  R o t a t i o n  o f  IT  a b o u t  t h e  p r i n c i p a l  a x i s ,

3  a n d  4 , R e f l e c t i o n s  i n  t h e  tw o Q J , - p l a n e s ;  x  = 0  a n d  y  = 0 .

T h e s e  o p e r a t i o n s  f o r m  a n  A b e l i a n  g r o u p  f o r  w h ic h  t h e r e  i s ,  t h e r e f o r e ,  

f o u r  u n i d i m e n s i o n a l  i r r e d u c i b l e  r e p r e s e n t a t i o n s .  T he  C h a r a c t e r  T a b l e  

may b e  f o u n d  i n  t h e  b o o k  b y  J a f f e  a n d  O r c h i n  ( l o c ,  c i t .  ) .

M o l e c u l a r  O r b i t a l  D e s c r i p t i o n .

T he s y m m e t r y  o r b i t a l s  f o r  t h e  s y s t e m  a r e
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A j !  s *  , +  S j  ) ,  (  %. _ ) ,  , %t , (  Z a  + z ^  )

K  '  (  %c -  = 4  )

4 /  ' X* ' * 6  '  (  X ;  + )

) .  y.1 . y t  . (  + y j  ) .  (  z ^  -  z . t  )

................... ( V I I . 19)

T he u s u a l  q u a l i t a t i v e  a r g u m e n t s  t h e n  i n d i c a t e  t h a t  t h e  tw o  m o s t  

s t a b l e  m o l e c u l a r  o r b i t a l s  w i l l  b o t h  h a v e  Ay - s y m m e t r y  p r o p e r t i e s .  

T h e i r  c h a r g e  d i s t r i b u t i o n s  a r e  e x p e c t e d  t o  b e  a s  sh o w n  s c h e m a t i c a l l y  

i n  F i g u r e  ( V I I . 6 ) ,

I t  may a l s o  b e  c o n c l u d e d  t h a t  t h e  s e p a r a t i o n  OB w i l l  b e  t h e  r e s u l t  

o f  t h e  c a n c e l l a t i o n  o f  t h e  * i n t e r - d i m e r i c  ’ r e p u l s i o n  f o r c e s  b y  t h e  

* c e m e n t a t i o n  * p r o d u c e d  b y  t h e  c h a r g e  d i s t r i b u t i o n  o f  t h e  n o d e l e s s  

7 ^  - o r b i t a l .  T he a b o v e  r e p u l s i o n  a r i s e s  f r o m  t h e  n u c l e a r  f o r c e s  a s  

w e l l  a s  f r o m  t h e  p r e s e n c e  o f  t h e  n o d a l  s u r f a c e  o f  t h e  h i g h e s t  o c c u 

p i e d  o r b i t a l .

V a l e n c e  B ond  D e s c r i p t i o n ,

F ro m  t h e  H e i t l e r - L o n d o n  t y p e  f u n c t i o n s  o f  e q u a t i o n  ( V I I , 9 ) ,  t h e  

g r o u n d  s t a t e  o f  t h e  s y s t e m  i s  r e p r e s e n t e d  b y

^  ^  , o , ( V I I  , 2 0 )

I t s  e n e r g y ,  i n  t h e  D i a t o m i c s - I n - M o l e c u l e s  t h e o r y ,  i s  t h e n  g i v e n  b y

' ^ cCuĉ .U A j )  = 0 . 5 (

 .............. ( V I I , 2 1 )

T he  Q u a d r a m e r ;  R e c t a n g u l a r  C o n f i g u r a t i o n ,

T h i s  c o n f i g u r a t i o n ,  sh o w n  i n  t h e  d i a g r a m  b e l o w ,  b e l o n g s  t o  t h e

- p o i n t  g r o u p .
Zty,
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A 6

The e i g h t  s y m m e t r y  o p e r a t i o n s  o f  t h e  g r o u p  a r e  a s  f o l l o w s ;

1 ,  I d e n t i t y  o p e r a t i o n .

2 ,  R o t a t i o n  o f  Tf a b o u t  t h e  z - a x i s ,

3  a n d  4 . R e f l e c t i o n s  i n  t h e  x z -  a n d  y z - p l a n e s .

5 .  R e f l e c t i o n  i n  t h e  x y - p l a n e ,

6 ,  R e f l e c t i o n  i n  t h e  c e n t r e  o f  s y m m e t r y .

7 a n d  8 , R o t a t i o n s  o f  T  a b o u t  t h e  x -  a n d  y - a x e s .

M o l e c u l a r  O r b i t a l  D e s c r i p t i o n ,

The s y m m e t r y  o r b i t a l s  f o r  t h e  s y s t e m  a r e

+ Sfe +  Sg, +  s ^  ) ,  (  Xa. -  Xf, -  4- x ^  ) ,  ( ~ 7 ^  )

%

( ) ,  ( x ^ +  -  X ,  -  x_, ) ,  ( -  y .  +  )

IN/

( z ^ +  Zk -  z ^  -  )

( V  -  -  ^ 4  +  ==* >

< + ®b - ®4 - V >•  ̂ - *b + *4 ■ >> < + b̂ + 4̂ + 5k ^
h  ~ ~ ^4 . ̂

k '  < ®a. - ®b ■ ® 4 + ( ^(4. +  * b +  * 4. +  )' ( 5k - ^ b  +  X4. - )
................... ( V I I . 2 2 )

Q u a l i t a t i v e  a n a l y s i s  o f  t h e  m o l e c u l a r  o r b i t a l s  t h e n  s u g g e s t s  t h a t

t h e  o r b i t a l  c o n f i g u r a t i o n  a n d  s y m m e t r y  o f  t h e  g r o u n d  s t a t e  w i l l  be  

^  2, f.
(  la^ ) ( I b j ^ )  a n d  » r e s p e c t i v e l y ,  A s c h e m a t i c  r e p r e s e n t a t i o n

o f  t h e  e x p e c t e d  c h a r g e  d i s t r i b u t i o n  i n  t h e  ? ^ ^ - o r b i t a l  i s  g i v e n  i n  

F i g u r e  ( V I I . 7 ) .

I n  t h i s ,  a n d  many o t h e r  c a s e s ,  i t  h a s  n o t  b e e n  n e c e s s a r y  t o  g i v e
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p i c t o r i a l  d e s c r i p t i o n s  o f  t h e  c h a r g e  d i s t r i b u t i o n s  f o r  a l l  o c c u p i e d  

s t a t e s  o f  t h e  s y s t e m  b e i n g  i n v e s t i g a t e d .  T h o s e  w h i c h  h a v e  n o t  b e e n  

g i v e n  may e a s i l y  b e  d e d u c e d  b y  c o m p a r i s o n  w i t h  p r e v i o u s  e x a m p l e s .

T h u s ,  f o r  e x a m p l e ,  t h e  d i s t r i b u t i o n  i n  t h e  l a ^ - o r b i t a l  i s  e x p e c t e d  

t o  c o r r e s p o n d  t o  a  c h a r g e  b u i l d - u p  a l o n g  t h e  d i a g o n a l s  o f  t h e  r e c 

t a n g l e  .

V a l e n c e  B ond D e s c r i p t i o n ,

U s i n g  t h e  b a s i s  d e f i n e d  i n  e q u a t i o n  ( 7 1 1 , 9 ) ,  t h e  f u n c t i o n s  p o s s e s s 

i n g  t h e  p r e d i c t e d  s y m m e t r y  p r o p e r t i e s  o f  t h e  g r o u n d  s t a t e  o f  t h e  a b o v e  

s y s t e m  a r e

^  ^  ^  ^

................... ( V I I , 2 3 )

E m p l o y i n g  t h e  a p p r o x i m a t e  D i a t o r a i c s - I n - M o l e c u l e s  t h e o r y  a n d  n e g 

l e c t i n g  t h e  a t o m i c  o v e r l a p  i n t e g r a l s  ( C h a p t e r  V ) ,  t h e  e n e r g y  e x 

p r e s s i o n s  f o r  t h e  g r o u n d  s t a t e s  o f  t h e  l i n e a r  a n d  r e c t a n g u l a r  s y s 

t e m s  a r e  a s  f o l l o w s :

= (  A +  \ T 3  ) / e  -  8  ta J:.

F o r  t h e  l i n e a r  c o n f i g u r a t i o n , X  =

B =  2 7 (

+  ■ ' ^ e u X  )  "

( V I I , 2 4 )
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F o r  t h e  r e c t a n g u l a r  c o n f i g u r a t i o n ,  •

+ ) ^  + 9 (  2 -  2

-  £ d u . C ^ i

................... ( V I I . 2 5 )

T he P e n t a m e r ;  L i n e a r  C o n f i g u r a t i o n ,

T he  a n a l y s i s  o f  t h i s  s t r u c t u r e  i s  v e r y  s i m i l a r  t o  t h a t  f o r  t h e  l i n 

e a r  t r i a t o m i c  s y s t e m  i n v e s t i g a t e d  e a r l i e r .

M o l e c u l a r  O r b i t a l  D e s c r i p t i o n ,

The s y m m e t r y  o r b i t a l s  f o r  t h e  s y s t e m  a r e  a s  f o l l o w s :

+  =& ) '  (  = 6  +  = 4  ) ,  » (  %» -  = 4  ) '  (  z& -  Z j , )

 ̂ ®«. ■ ®e ) '  (  ® t  -  ) '  (  z& ) '  (  Z f c +  s=^ ) ,  Za

) / (  ) ^  -  y& ) '  (  > / <  y* -  y<i >

i/« , '  ( X* + xg > / <  y .̂ + y« ) .  < *«, +  * o 6 > / <  yfc + y,< >- * e / y .

....................( V I I , 2 6 )

Q u a l i t a t i v e  a r g u m e n t s  t h e n  i n d i c a t e  t h a t  t h e  o n e - e l e c t r o n  e n e r g y  

l e v e l  s c h e m e  w i l l  be

\ o ^  < 1 <  2 < g  <

w i t h  t h e  c h a r g e  d i s t r i b u t i o n s  i n  t h e  i c ^  -  a n d  1 - o r b i t a l s  b e i n g
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a n a l o g o u s  t o  t h o s e  (  F i g u r e  ( V I I , l ( i ) )  ) f o r  t h e  t r i m e r .  T he  -

o r b i t a l  p o s s e s s e s  a  n o d a l  s u r f a c e  o f  C0  - s y m m e t r y  a n d  i s  e x p e c t e d  t o  

c o r r e s p o n d  t o  t h e  d i s t r i b u t i o n  sh o w n  s c h e m a t i c a l l y  i n  F i g u r e  ( V I I , 8 ) .

The  s y m m e t r y  a n d  o r b i t a l  c o n f i g u r a t i o n  o f  t h e  g r o u n d  s t a t e  o f  t h i s  

s y s t e m  a r e ,  t h e r e f o r e ,  e x p e c t e d  t o  b e  2 - ^  a n d  ( l o ^ F ( t c ? ^ )  ( 2 c s ^ )  , 

r e s p e c t i v e l y .  A l s o ,  t h e  m o s t  s t a b l e  f o r m  o f  t h e  a b o v e  s t r u c t u r e  w i l l  

b e  s u c h  t h a t  '

T he P e n t a m e r ;  T r i g o n a l  B i p y r a m i d ,

PC

□D =  OE

^  ÜA, e t c . ,  i n  g e n e r a l .

T h i s  c o n f i g u r a t i o n  b e l o n g s  t o  t h e  - ^ ^ - p o i n t  g r o u p .  I t s  t w e l v e  

s y m m e t r y  o p e r a t i o n s  h a v e  a l r e a d y  b e e n  d i s c u s s e d  d u r i n g  t h e  i n v e s t i 

g a t i o n  o f  t h e  e q u i l a t e r a l  t r i a n g u l a r  f o r m  f o r  t h e  t r i m e r .

M o l e c u l a r  O r b i t a l  D e s c r i p t i o n ,

I n  a d d i t i o n  t o  t h o s e  g i v e n  i n  e q u a t i o n  ( V I I , 4 ) ,  t h e  s y m m e t r y  o r b i -

t a l s f o r t h e s y s t e m  a r e

4 ' ( +  Sg ) ,  (

( -  Sg ) ,  (

( +  Xg ) / (

( = 4 -  ) / ' ( ( V I I . 2 7 )

A n a l y s i s  o f  t h e  r e l a t i v e  s t a b i l i t y  o f  t h e  m o l e c u l a r  o r b i t a l s  f o r  

t h e  s y s t e m  i n d i c a t e s  t h a t  t h e  o r b i t a l  c o n f i g u r a t i o n  a n d  s y m m e t r y  o f
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t h o  g r o u n d  s t a t e  w i l l  b e  ( l a ' ) '” ( le'^ ) '* ,  o r  < la*̂  ( l a ^ f  ( ] e ' ) ' ,  a n d  

2 /
, r e s p e c t i v e l y .  H o w e v e r ,  t h e  e x p e c t e d  n e a r - d e g e n e r a c y  o f  t h e  

a b o v e r a o n t i o n e d  o r b i t a l  c o n f i g u r a t i o n s  s u g g e s t s  t h a t  t h e  s i m p l e  M o le 

c u l a r  O r b i t a l  d e s c r i p t i o n  w i l l  b e  i n a d e q u a t e  a n d  t h a t  t h e  g r o u n d  

s t a t e  may b e  b e t t e r  d e s c r i b e d  m a t h e m a t i c a l l y  b y  som e c o m b i n a t i o n  o f  

b o t h  c o n f i g u r a t i o n s .  I n  a n y  c a s e ,  t h e  g r o u n d  s t a t e  w i l l  b e  u n s t a b l e

r - /
w i t h  r e s p e c t  t o  a n  - s y m m e t r y  d i s t o r t i o n .

T he P e n t a m e r ;  S q u a r e  P y r a m i d ,

A / &

T h i s  c o n f i g u r a t i o n  b e l o n g s  t o  t h e  - p o i n t  g r o u p .  T he e i g h t  

s y m m e t r y  o p e r a t i o n s  c o n s i s t  o f

1 . I d e n t i t y  o p e r a t i o n ,

2  a n d  3 , R o t a t i o n s  o f  a n d a b o u t  t h e  p r i n c i p a l  a x i s .

4 , R o t a t i o n  o f  T  a b o u t  t h e  p r i n c i p a l  a x i s ,

5 ,  , .  8 , R e f l e c t i o n s  i n  t h e  p l a n e s :  x  = O , y  = 0 ,  x = j t y .

M o l e c u l a r  O r b i t a l  D e s c r i p t i o n ,

T he  s y m m e t r y  o r b i t a l s  f o r  t h e  s y s t e m  i n c l u d e  

A ,  ( (  + » b  +  s ,  + ) ,  Sg ,  (  ) ,

(  2 , . +  z *  +  z ,  +  z , ,  > ,  Z g

•• ( * » +  + %b -  f t  -  X ;  -  )

^  '  ( S »  -  =6 +  = c  -  G j  ) '  < +  * b +  yj, -  *,1 +  yc -  >-
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4 , -  < -  = 6  + y* -  -  %< )

^  ) / / (  ) ,

y^ + y* + y^ + y,t >> * e / y *  •

< y<v - y«, + y<: - ŷ  )/'( %» - *6 + - v  )-
( =a. -  %b -  Zg, + ) / ' (  = 4 ,+  =6 -  Z& -  Z j  )

....................( V I I . 2 8 )

By t h e  u s u a l  a n a l y s i s ,  t h e  o r b i t a l  c o n f i g u r a t i o n  a n d  s y m m e t r y  o f  

t h e  g r o u n d  s t a t e  a r e  e x p e c t e d  t o  b e  ( la^  ( l e ) ^  a n d  ^ 6  , r e s p e c t i v e 

l y .  T h i s  s t a t e  w i l l  t h e r e f o r e  b e  J a h n - T e l l e r  a c t i v e ,  b e i n g  u n s t a b l e  

w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  -  a n d  - s y m m e t r y  d i s t o r t i o n s .

T he P e n t a m e r ;  P e n t a g o n a l  C o n f i g u r a t i o n ,

T h i s  s t r u c t u r e ,  sh o w n  i n  t h e  a b o v e  d i a g r a m ,  b e l o n g s  t o  t h e  -  

p o i n t  g r o u p .  I t s  t w e n t y  s y m m e t r y  o p e r a t i o n s  i n c l u d e

I ,  I d e n t i t y  o p e r a t i o n .

2 a n d  3 ,  R o t a t i o n s  o f  a n d  a b o u t  t h e  p r i n c i p a l  a x i s ,

4  a n d  5 ,  R o t a t i o n s  o f  a n d  a b o u t  t h e  p r i n c i p a l  a x i s .

6 , , .  1 0 ,  R o t a t i o n s  o f  7T a b o u t  t h e  f i v e  t w o - f o l d  a x e s  w h i c h  a r e  

p e r p e n d i c u l a r  t o  t h e  p r i n c i p a l  a x i s ,

I I .  R e f l e c t i o n  i n  t h e  - p l a n e .

12, . .  16 ,  R e f l e c t i o n s  i n  t h e  f i v e  - p l a n e s ,

17 a n d  1 8 ,  R o t a t i o n s  o f  2 ^ ? ^ a n d  a b o u t  t h e  p r i n c i p a l  a x i s .



Â c £

134

^ L ^ Ü T Ç  ( 1/11 - g  )
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^  AC.
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e a c h  f o l l o w e d  b y  a  r e f l e c t i o n  i n  t h e  - p l a n e .

19 a n d  2 0 .  R o t a t i o n s  o f -41?^ a n d  a b o u t  t h e  p r i n c i p a l  a x i s ,  e a c h

f o l l o w e d  b y  a  r e f l e c t i o n  i n  t h e  ^ - p l a n e .

M o l e c u l a r  O r b i t a l  D e s c r i p t i o n ,

T he  s y m m e t r y  o r b i t a l s  f o r  t h e  s y s t e m  a r e  a s  f o l l o w s :

A ,  ; ( 8 *  +  * 6  +  S c  +  S a  +  Sg ) ,

( + [ x ^  + x ^ ] c o s  4  + [x*  + X j ] c o s  2 0  -  [y^  -  y ^ ] s i n  Ô -  [y^ -  y^ ] s i n  2Ô )

([% 6  -  X g ] s i n  Ô +  [ x ^  -  x ^ ] s i n  2 0  +  y^  +  [y ^  +  y & ]c o s  0

4- [y^ +  y a l c o s  2 Ô  )

A ^
A t  * ( +  =6 +  %c + Z j  + )

+ [ s ^  + s ^ ] c o s  Ô + [ s^  +  s ^ ] c o s  2 Ô  ) /

( [ - s ^  + s ^ ] s i n  Ô +  [ - s ^  +  s e i s i n  2 Ô  ! 

(  x ^  + [ x ^  +  X g l c o s  2  0 + [x ^  +  x ^ ] c o s  Ô -  Cy^ -  y ^ ] s i n  2Ô +  [y^ -  y^ ] s i n  Ô ) /

( [% 6  -  X g ] s i n  2Ô  -  [x ^  -  x ^ ] s i n  6  +  y^  +  [ y ^  +  y^ ] c o s  2Ô +  [y^ +  y ^ l c o s  0  ) ,  '
i

( + Xg + Xg + + Xg ) / (  + y* + )

Æ yf : ( [ z &  -  z ^ ] s i n O  + [ z ^  -  z ^ ] s i n  2 0  ) /

( z ^  + [ z ^  + Z g ] c o s  0  +  [Zg, + Z ^ l c o s  2 Ô  )

^ J L '  (  + [ s ^  +  Sg ] c o s  2 O + [s^ +  s ^ ] c o s  6  ) /  j

( [ - S ^  +  s e i s i n  2 Ô  + [ s ^  -  s e i s i n  Ô ) ,  |

(  +  [ x ^  + x ^ ] c o s  4  +  [Xg +  x ^ ] c o s  2 O + [y^, -  y^ ] s i n  Ô + £y^ -  y ^ l s i n  2 O ) / 1

(-[x&  -  X g ]s in  0 -  [Xg -  x ^ ] s in  2 0  + )^  + Cy  ̂ + y ^ lco s  0  + rŷ . + y ^ lc o s  2Ô ) ,  j
!

( x ^  +  [ x ^  + x ^ ] c o s  2 O +  [Xg, +  x ^ ] c o s O  +  Ey^ -  y^ ] s i n  2Ô  -  E:^ -  y ^ ] s i n O  ) /  

( - [ x ^  -  x ^ ] s i n  2 O +  Ex^ -  x ^ l s i n  0  +  3 ^  +  Ey^ + y^ ] c o s  2 0  +  E)^ +  ] c o s  0  )

Î (E z ^  -  Z g ] s i n  2 O + [ - z ^  +  z ^ ] s i n O  ' ) /

( z^ + [z^ + Zg]cos 2O + Ezg, + z^ lcosO

w h e r e  0  =  .  . . . . . . . . ( V I I . 2 9 )

The u s u a l  q u a l i t a t i v e  a n a l y s i s  t h e n  i n d i c a t e s  t h a t  t h e  g r o u n d  s t a t e

h a s  ZL - s y m m e t r y  p r o p e r t i e s ,  w i t h  o r b i t a l  c o n f i g u r a t i o n  ( l a ^ /  ( l e ^ ) , 

a n d  i s ,  t h e r e f o r e ,  u n s t a b l e  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  -  a n d  - s y m m e t r y  

d i s t o r t i o n s .
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Tho P o n t a m e r ; T r i a n g u l a r  B i p y r a m i d  a n d  R e c t a n g u l a r  P y r a m i d ,

T h o s e  s t r u c t u r e s ,  sh o w n  i n  t h e  d i a g r a m  b e l o w ,  a r e  o b t a i n e d  b y  a n  

^  - s y m m e t r y  d i s t o r t i o n  o f  t h e  t r i g o n a l  b i p y r a m i d  a n d  a  y m m e try

d i s t o r t i o n  o f  t h o  s q u a r e  p y r a m i d ,  r e s p e c t i v e l y .  I t  may b e  r e c a l l e d  

t h a t  t h e  g r o u n d  s t a t e s  o f  t h e  t r i g o n a l  b i p y r a m i d  a n d  s q u a r e  p y r a m i d  

w e r e  f o u n d  t o  b e  u n s t a b l e  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e s e  d i s t o r t i o n s .

AB =  EC 
#  AC

OD =  OS

1

X,

c

^  OA, e t c . ,  i n  g e n e r a l .

B o t h  o f  t h e  a b o v e  c o n f i g u r a t i o n s  b e l o n g  t o  t h e  - p o i n t  g r o u p  

a n d  h a v e  t h e  f o l l o w i n g  s y m m e t r y  o p e r a t i o n s :

1. I d e n t i t y  o p e r a t i o n ,

2 ,  R o t a t i o n  o f  ^  a b o u t  t h e  p r i n c i p a l  a x i s ,

3  a n d  4 ,  R e f l e c t i o n s  i n  t h e  û ÿ - p l a n e s :

X =  Ü a n d  z  = 0  f o r  t h e  t r i a n g u l a r  b i p y r a m i d .

X = O a n d  y  =  O f o r  t h e  r e c t a n g u l a r  p y r a m i d .

M o l e c u l a r  O r b i t a l  D e s c r i p t i o n .

T he  s y m m e t r y  o r b i t a l s  f o r  t h e s e  s y s t e m s  a r e  a s  f o l l o w s :

T r i a n g u l a r  B i p y r a m i d

< >> ) '  (  * 6  )< yfa » < V  +  ) 'A,.

A s.- '

< + yg ) ,  (  Z4 -  z .  )

(  Z » -  =6 ) '  (  -  = 4  )

(  -  ®6 ) '  (  %» +  ) '  (  >- *4, > < y ^  -  y« >

(  -  ®a ) '  < y<< -  y& ) '  (  ) ,  +  z .  )

................... ( V I I . y > )
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R e c t a n g u l a r  P y r a m id

A '  ( s ^ +  ) '  ®g '  (  % a . -  * 6  -  %C +  X j . ) '

(  + ^6 -  ) c  -  ) '  ( + % t  + Z c  +  ) .  Z&

A i '  (  -  ®t + ® t -  ) '  (  X & +  %6 -  X» -  x ^ ) '

(  ) '  < = * -  >

• ^  ■' (  -  ®6 -  ®c +  ) '  (  x ^ +  %6 +  x& + X j ) '  %e '

< ï t -  -  y *  +  ^c. -  y^t >• < 2% -  z o  + )

4 t /  (  +  ®6 -  ®C -  ) '  (  = *  -  * 6  + * c  -  ) '

( %L +  %b +  +  %< ) '  yg '  (  +  =*  -  Zc. -  )

....................( V I I . 3 1 )

Q u a l i t a t i v e  a n a l y s i s  o f  t h e  r e l a t i v e  s t a b i l i t y  o f  t h e  m o l e c u l a r  

o r b i t a l s  i n d i c a t e s  t h a t  t h e  g r o u n d  s t a t e s  o f  t h e  a b o v e  s y s t e m s  w i l l  

b e  a s  f o l l o w s ;

T r i a n g u l a r  B i p y r a m i d  ( l a , )  ( lb ^ >  < l b , j  - s y m m e t r y ,

Z 2. J
R e c t a n g u l a r  P y r a m i d  ( l a , )  ( l b , )  ( I b ^ ;  j ^  - s y m m e t r y .

S c h e m a t i c  r e p r e s e n t a t i o n s  o f  t h e  c h a r g e  d i s t r i b u t i o n s  e x p e c t e d  

f o r  t h e  by -  a n d  b ^ - s t a t e s  o f  t h e  t r i a n g u l a r  b i p y r a m i d a l  s y s t e m  a r e  

g i v e n  i n  F i g u r e  ( V I I . 9 ) ,  T he d i s t r i b u t i o n s  f o r  t h e  c o r r e s p o n d i n g  

s t a t e s  o f  t h e  r e c t a n g u l a r  p y r a m i d  a r e  e x p e c t e d  t o  b e  a n a l o g o u s  t o  

t h a t  ( F i g u r e  ( V I I , 7 )  ) f o r  t h e  b ^ - l e v e l  o f  t h e  r e c t a n g l e .

T he H e x a m e r ;  O c t a h e d r o n .

The u s u a l  q u a l i t a t i v e  a n a l y s i s  s u g g e s t s  t h a t  t h e  g r o u n d  s t a t e  o f  

t h i s  s y s t e m  w i l l  b e  t r i p l y - d e g e n e r a t e .  I n  t h e  s i m p l e  M o l e c u l a r  O r 

b i t a l  d e s c r i p t i o n ,  i t  i s  s p e c i f i e d  b y  t h e  f o l l o w i n g  o r b i t a l  c o n f i g -  

u r a t i o n ;  ( l a , ^  ) (  I t , ^ )  ;  - s y m m e t r y .  As d e s c r i b e d  l a t e r  d u r i n g

t h e  a n a l y s i s  o f  t h e  c u b e ,  e a c h  o f  t h e  t ^ - o r b i t a l s  p o s s e s s e s  a  n o 

d a l  p l a n e  w h i c h  may b e  c h o s e n  t o  c o i n c i d e  w i t h  o n e  o f  t h e  c o o r d i 

n a t e  p l a n e s .  F u r t h e r m o r e ,  t h e  p a r t i a l  o c c u p a t i o n  o f  t h i s  l e v e l  r e 

s u l t s  i n  t h e  i n t r i n s i c  i n s t a b i l i t y  o f  t h o  g r o u n d  s t a t e  ( C h a p t e r  V I I I )



T h e  HexatTior; S q u a r e  B i p y r a m i d ,
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X.
-5*-

GE =  OF
^  OA, e t c . ,  i n  g e n e r a l .

The a n a l y s i s  o f  t h i s  s t r u c t u r e  i s  s i m i l a r  t o  t h a t  p e r f o r m e d  o n  t h e  

s q u a r e  c o n f i g u r a t i o n  f o r  t h e  q u a d r a m e r .  I n  a d d i t i o n  t o  t h o s e  g i v e n
r

i n  e q u a t i o n  ( V I I , 8 ) ,  t h e  s y m m e t r y  o r b i t a l s  f o r  t h e  s y s t e m  i n c l u d e  

A j ,  i < +  s .  ) ,  ( )

A iv -  (  Sg -  ) ,  (  z *  +  z ^  )

) / (  )

'> / (  +  y<L ) . ( V I I . 3 2 )

T h e  s y m m e t r y  a n d  o r b i t a l  c o n f i g u r a t i o n  o f  t h e  g r o u n d  s t a t e  a r e  

1a 3.
e x p e c t e d  t o  b e  a n d  ( l a ^ ^ )  (  l e ^ )  , r e s p e c t i v e l y .  T he c h a r g e

d i s t r i b u t i o n s  i n  t h e  o c c u p i e d  s t a t e s  w i l l  b e  a n a l o g o u s  t o  t h o s e  

sh o w n  f o r  t h e  s q u a r e .

T h e  H e x a m e r ;  R e c t a n g u l a r  B i p y r a m i d ,

6
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I n  a d d i t i o n  t o  t h e  f u n c t i o n s  g i v e n  i n  e q u a t i o n  ( V I I . 2 2 )  f o r  t h e  

r e c t a n g u l a r  c o m p l e x ,  t h e  s y m m e t r y  o r b i t a l s  f o r  t h i s  s y s t e m  a r e

( Sg +  ) ,  ( )A ^ :  (  s g  + s f

A « . '  (  S »  -  ) ,  ( )

A w  ' (  X4  -  X f  )

A z w /  ( y& +  yj. )

A w -  < y« -  y^  >

& 3 u .! ( x g  + X f  ) ...................( V I I . 3 3 )

T he s i m p l e  M o l e c u l a r  O r b i t a l  d e s c r i p t i o n  t h e n  i n d i c a t e s  t h a t  t h e  

o r b i t a l  c o n f i g u r a t i o n  a n d  s y m m e t r y  o f  t h e  g r o u n d  s t a t e  w i l l  b e  

( l a ^ )  (  a n d  , r e s p e c t i v e l y .  The c h a r g e  d i s t r i b u 

t i o n s  i n  t h e  o c c u p i e d  s t a t e s  w i l l  b e  a n a l o g o u s  t o  t h o s e  f o r  t h e  r e c 

t a n g l e  0

T he H e x a m e r ; L i n e a r  C o n f i g u r a t i o n ,

T h e r e  i s  a  s t r a i g h t f o r w a r d  c o n n e c t i o n  b e t w e e n  t h e  s t u d y  o f  t h i s  

s y s t e m  a n d  t h a t  o f  t h e  l i n e a r  f o r m  o f  t h e  t e t r a - a t o m i c  c l u s t e r .

I n  p a r t i c u l a r ,  t h e  c o r r e s p o n d i n g  M o l e c u l a r  O r b i t a l  d e s c r i p t i o n  s u g 

g e s t s  t h a t  t h e  o r b i t a l  c o n f i g u r a t i o n  a n d  s y m m e t r y  o f  i t s  g r o u n d  

s t a t e  w i l l  b e  ( 1 e g  ( 1 ( 2  Cg a n d  - 2 ^ ,  r e s p e c t i v e l y .  The

c h a r g e  d i s t r i b u t i o n s  i n  t h e  1 e g  -  a n d  1 - o r b i t a l s  w i l l  b e  s i m i l a r

t o  t h o s e  i n  t h e  c o r r e s p o n d i n g  s t a t e s  f o r  t h e  l i n e a r  t e t r a - a t o m i c  

s y s t e m  a n d  t h a t  i n  t h e  2  e g  - o r b i t a l  w i l l  b e  a n a l o g o u s  t o  t h e  r e p r e 

s e n t a t i o n  ( F i g u r e  ( V I I , 8 ) ) f o r  t h e  c o r r e s p o n d i n g  s t a t e  o f  t h e  l i n 

e a r  p e n t a - a t o m i c  c o m p l e x .

T h e  H e x a m e r :  H e x a g o n a l  S t r u c t u r e ,

T h i s  c o n f i g u r a t i o n ,  sh o w n  i n  t h e  d i a g r a m  b e l o w ,  b e l o n g s  t o  t h e
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A

“ - C

F

>0 ^ ^  - p o i n t  g r o u p  a n d  i t s  t w e n t y - f o u r  s y m m e t r y  o p e r a t i o n s  a r e  a s  f o l 

lo w s  :

1 , I d e n t i t y  o p e r a t i o n ,

2 ,  R o t a t i o n  o f  It a b o u t  t h e  p r i n c i p a l  a x i s ,

3  a n d  4 , R o t a t i o n s  o f  a n d  a b o u t  t h e  sam e a x i s ,

5 a n d  6 , R o t a t i o n s  o f  a n d a b o u t  t h e  sam e a x i s ,

7 ,  . , , 9 ,  R o t a t i o n s  o f  IT a b o u t  t h e  t h r e e  t w o - f o l d  a x e s ,  OA, OB a n d  OC, 

10 , . ,  1 2 ,  R o t a t i o n s  o f  TT a b o u t  t h e  t h r e e  t w o - f o l d  a x e s ,  OA^ O B ^ an d  OC^

1 3 ,  I n v e r s i o n  i n  t h e  c e n t r e  o f  s y m m e t r y .

1 4 , R e f l e c t i o n  i n  t h e  x y - p l a n e ,

15 , , ,  1 8 .  R o t a t i o n s  o f  71^^ , a n d  a b o u t  t h e  p r i n c i p a l

a x i s ,  e a c h  f o l l o w e d  b y  a  r e f l e c t i o n  i n  t h e  x y - p l a n e ,

19, , ,  2 1 ,  R e f l e c t i o n s  i n  t h e  p l a n e s  t h r o u g h  OA*̂ , OB^ a n d  Oc{

2 2 ,  . .  2 4 . R e f l e c t i o n s  i n  t h e  p l a n e s  t h r o u g h  OA, OB a n d  OC.

M o l e c u l a r  O r b i t a l  D e s c r i p t i o n ,

T h e  s y m m e t r y  o r b i t a l s  f o r  t h e  s y s t e m  i n c l u d e

 ̂ + ®é +  ®c. +

< y i * . ,  -  -  2y^  -  -  Vc -  + Vd + 2yg + J J x j .  +  y j.  )

+  J^ya . + ~ J ^ c  ~ ^ d  ~ & d  ~  + ^ y ^  )

+ = . < + * « . +  )
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•' < V  -  =6 +  «c  -  <

(  + 2yj, -  ^x_ . -  +  J3 c j^  -  y  ̂ + 2y^ -  -  yj. )

' ^ '  (  G * . -  = 6  + Z« -  Zd + =6 -  )

< >=<v + J3%, -  2x^ + %6 -  Ĵ Vc + + j5y<< -  2Xg + x ^  -  JJy ^  )

-  S j  + ) / <  S^ +  2 3 ^  +  -  s ^  -  2 s ^  -  3 ^  ) ,

( x ^  + x ^  + x ^  + x ^  + x^  + x^ ) / (  y_̂  + y^ + y^ + y^ + y^ + y^ ) .

( + # 3  + y& + -  yj + + y*- ) /

< -  y« -  4Yb -  -  y  ̂ + -  y j -  4y<. -  J s ’'^  -  yg >

+ 2z& + =6 -  Z j  -  2 z ^  -  ) / (  z ^ -  z ^  -  z ^ +  z ^  )

-  23* + -  2Sg +  ) / (  -  s ^  ) ,

< -  >/Jy« + 2 ^ y j  -  -  J %  -  Xj + V %  -  2 ^ y e  + Xj. + J3y  ̂ ) /

( 5x^ -  -  2xj, + 5x^ + -  5x^ + ^ y ^  + 2xg -  5x^ -  J J y ^  ) ,

( + y<v + 2y^ -  TJx^ + y^ -  -  y,< -  2yg + -  y^ ) /

( -  v^y^ + 2Xfc + X , + ^y^  -  Xj + J3 y j -  2x^ -  x^ -  Jsy^ )

(  % * . -  = 6  +  = 4  -  Z fZ .  -  X . +  ) / <  Z ^  -  2 z ^  +  Zg. +  z ^  -  2 z ^  + Z j. )

.....................( V I I . 3 4 )

Q u a l i t a t i v e  a n a l y s i s  o f  t h e  r e l a t i v e  s t a b i l i t y  o f  t h e  m o l e c u l a r

o r b i t a l s  a.nd t h e  s u b s e q u e n t  u s e  o f  t h e  a u f b a u  p r i n z i p  t h e n  i n d i c a t e s

7
t h a t  t h e  s y m m e t r y  o f  t h e  g r o u n d  s t a t e  w i l l  b e  ^ jq  i w i t h  o r b i t a l

2* 4
c o n f i g u r a t i o n  ( la^^ ) ( l e ^ ^ )  ,

T he  S e p t a m e r ;  P e n t a g o n a l  B i p y r a m i d ,
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T h i s  c o n f i g u r a t i o n  b e l o n g s  t o  t h e  - p o i n t  g r o u p .  I t s  t w e n t y  

s y m m e t r y  o p e r a t i o n s  h a v e  a l r e a d y  b e e n  d i s c u s s e d  d u r i n g  t h e  i n v e s t i 

g a t i o n  o f  t h e  p e n t a g o n a l  s t r u c t u r e  f o r  t h e  p e n t a m e r .

M o l e c u l a r  O r b i t a l  D e s c r i p t i o n ,

I n  a d d i t i o n  t o  t h e  f u n c t i o n s  o f  e q u a t i o n  ( V I I . 2 9 ) ,  t h e  s y m m e t r y

o r b i t a l s f o r t h e  1

a ; . (  %

- ^ 1

Æ ';.. ( V I I , 3 5 )

Q u a l i t a t i v e  M o l e c u l a r  O r b i t a l  t h e o r y  t h e n  s u g g e s t s  t h a t  t h e  sym- 

m e t r y  a n d  o r b i t a l  c o n f i g u r a t i o n  o f  t h e  g r o u n d  s t a t e  w i l l  b e  

a n d  (  lay f  (  1e^ ( 2 a ^ /  , r e s p e c t i v e l y .

The S e p t a m e r : L i n e a r  C o n f i g u r a t i o n ,

T h e  a n a l y s i s  o f  t h i s  s y s t e m  i s  s i m i l a r  t o  t h e  p r e v i o u s  i n v e s t i g a 

t i o n s  o f  t h e  sam e s t r u c t u r e  f o r  t h e  t r i m e r  a n d  p e n t a m e r .

Q u a l i t a t i v e  c o n s i d e r a t i o n s  i n d i c a t e  t h a t  t h e  o n e - e l e c t r o n  e n e r g y  

l e v e l  s c h e m e  w i l l  b e  e i t h e r

( i )  \C ^  < \< ^  < 2 cr^ < 2 c r ^ <

o r  ( i i )  1 < 1 ^ ^  < 2 ( ^  < 1 IT^ < ,

w i t h  t h e  c h a r g e  d i s t r i b u t i o n s  i n  t h e  2 e ^  -  a n d  I T ÿ , - o r b i t a l s  a n a l o 

g o u s  t o  t h o s e  sh o w n  i n  F i g u r e  ( V I I . 1 0 ) ,

F o r  c l u s t e r s  c o m p o s e d  o f  h y d r o g e n  a n d  l i t h i u m ,  t h e  f i r s t  s c h e m e  

i s  e x p e c t e d  t o  b e  t h e  c o r r e c t  o n e .  F o r  t h e  h e a v i e r  a t o m s , h o w e v e r ,  

t h e  a l t e r n a t i v e  s c h e m e  i s  q u i t e  p r o b a b l e .  I n  t h i s  c a s e ,  t h e  u n c e r 

t a i n t y  c a n  o n l y  b e  r e s o l v e d  b y  q u a n t i t a t i v e  s t u d y .

T he  s y m m e t r y  a n d  o r b i t a l  c o n f i g u r a t i o n  o f  t h e  g r o u n d  s t a t e  w i l l  

2 4.
t h e n  b e  e i t h e r  ( i )  2 ^ :  (  1 ( I ( 2  ( 2  o r
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( i i )  11^ :  { \ cTa f"  (< \ (T y ^ f i2  Câ f  ( M C ^ )  , r e s p e c t i v e l y .

T he  O c t a m e r : L i n e a r  C o n f i g u r a t i o n ,

T h e  u n c e r t a i n t y ,  d e s c r i b e d  i n  t h e  p r e v i o u s  s e c t i o n ,  i n  t h e  e n e r g y -  

l e v e l  o r d e r i n g  a l s o  r e s u l t s  i n  tw o p o s s i b l e  o r b i t a l  c o n f i g u r a t i o n s  

f o r  t h e  g r o u n d  s t a t e  o f  t h i s  s y s t e m .  T h e s e  a r e

( i )  : ( 1 f  ( I c r ^ f  ( 2  f  { 2 a U , f  , a n d

( i i ) ^ X g ' : (  I C5 f  (  I o ; .  f  ( 2  f  (  i T T ^ f - .

S c h e m a t i c  r e p r e s e n t a t i o n s  o f  t h e  c h a r g e  d i s t r i b u t i o n s  e x p e c t e d  i n  t h e  

2 0 g  -  a n d  1 - o r b i t a l s  a r e  g i v e n  i n  F i g u r e  ( V I I . I O ) .

T h e  a b o v e  o r b i t a l  d e s i g n a t i o n  r e p r e s e n t s  a  s i n g l e  S l a t e r  d e t e r m i n 

a n t  o f  o n e - e l e c t r o n  s p i n - o r b i t a l s  ( C h a p t e r  IV  ) ,  H o w e v e r ,  t h e  a c t u a l  

e l e c t r o n i c  m o t i o n  i s  t o o  c o m p l i c a t e d  t o  b e  d e s c r i b e d  b y  s u c h  a  w a v e -  

f u n c t i o n  (  C h a p t e r  I I  ) a n d ,  t h e r e f o r e ,  t h e  s i m p l e  M o l e c u l a r  O r b i t a l ,  

o r  H a r t r e e - F o c k - S l a t e r , t h e o r y  c a n  o n l y  e x p l a i n  t h e  g r o s s  f e a t u r e s  o f  

t h e s e  s y s t e m s .

I t  h a s  p r o v e d  p o s s i b l e  t o  o v e r c o m e  som e o f  t h e  i n a d e q u a c i e s  i n h e r 

e n t  i n  t h e  H a r t r e e - F o c k - S l a t e r  f o r m a l i s m  b y  r e q u i r i n g ,  w h e r e v e r  p o s 

s i b l e ,  t h a t  t h e  a n t i s y m m e t r y  p r o p e r t y  b e  s a t i s f i e d  b y  t h e  s p a t i a l  p o r 

t i o n  o f  t h e  o n e - e l e c t r o n  f u n c t i o n s .  T h i s  t e n d s  t o  r e d u c e  t h e  p r o b a 

b i l i t y  o f  c l o s e  a p p r o a c h  o f  a n y  tw o  e l e c t r o n s  o f  t h e  s y s t e m  b e i n g  c o n 

s i d e r e d ,  t h e r e b y  s i m u l a t i n g  t h e  e f f e c t  p r o d u c e d  b y  t h e  i n t e r e l e c t r o n i c  

C o u lo m b  r e p u l s i o n .  A c o n s e q u e n c e  o f  t h i s  i s  t h a t  t h e  a c t u a l  e n e r g y  

l e v e l  s c h e m e  t h a t  r e s u l t s  i n  t h e  b e s t  s i m p l e  M o l e c u l a r  O r b i t a l  d e s c r i p 

t i o n  o f  a  m a n y - e l e c t r o n  s y s t e m  may d i f f e r  f r o m  t h a t  o b t a i n e d  w h e n  a s 

s u m i n g  a  s e t  o f  n o n i n t e r a c t i n g  s i n g l e - p a r t i c l e  s t a t e s .

I n  v i e w  o f  t h e s e  c o n s i d e r a t i o n s ,  i t  a p p e a r s  t o  b e  a l s o  n e c e s s a r y  t o  

s t u d y  t h e  f o l l o w i n g  o r b i t a l  c o n f i g u r a t i o n s  f o r  t h e  g r o u n d  s t a t e s  o f  t h e  

S e p t a m e r  a n d  G c t a m e r  i n  t h e i r  l i n e a r  f o r m s  :
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S e p t a m e r  J(^  : ( 1 02» )*" ( 1 ( 2  O J ) <2 ( 1

1 ( 2 c ^  /  ( i T T ^ f  .

O c t  a m o r  : ( 1 <3  ̂ )^  ( 1 ( 1

1<25L̂  f* ( 2  /  ( l l T ^ f

1 C T ^ f  ( 2  ( 5 ^ f

1 O ^ f  ( 2  )* ( 2  0%. y  ( 1 f

=
( K T g f

( l O j  f

: < i < 5  f

%  :

^ z :  = < ' < 5  f

As m e n t i o n e d  b e f o r e ,  q u a n t i t a t i v e  a n a l y s i s  i s  n e e d e d  i n  o r d e r  t o  r e 

s o l v e  t h e s e  u n c e r t a i n t i e s .

The G c t a m e r ;  C u b i c  C o n f i g u r a t i o n ,

F

6

cc

T h i s  c o n f i g u r a t i o n ,  sh o w n  i n  t h e  d i a g r a m  a b o v e ,  b e l o n g s  t o  t h e  f u l l  

c u b i c  g r o u p ,  0 ^  , o f  s y m m e t r y  o p e r a t i o n s .  The f o r t y - e i g h t  o p e r a t i o n s  

o f  t h e  g r o u p  i n c l u d e

1 , I d e n t i t y  o p e r a t i o n ,

2 ,  , , ,  9 ,  R o t a t i o n s  o f  a n d  4 ^  a b o u t  t h e  f o u r  d i a g o n a l s  o f  t h e

c u b e .

1 0 , 1 5 ,  R o t a t i o n s  o f  IT a b o u t  t h e  s i x  t w o - f o l d  a x e s ,

16 , , , ,  2 1 ,  R o t a t i o n s  o f  IT /^  a n d  - 2 7 ^  a b o u t  t h e  x - ,  y -  a n d  z - a x e s ,

2 2 ,  , , ,  2 4 , R o t a t i o n s  o f  IT a b o u t  t h e  x - ,  y -  a n d  z - a x e s .
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2 5 , 4 8 .  ThoPG o p e r a t io n '-  a re  formed by com b in in g  ea c h  o f  th e

above t w e n t y - f o u r  o p e r a t io n s  w ith  a r e f l e c t i o n  i n  tho  

c e n t r e  o f  sym m etry.

M o le c u la r  O r b i t a l  E e s c r i p t i o n .

The symmetry o r b i t a l s  f o r  th e  s y s t e m  a re  as  f o l l o w s :

+ S 4, + + Gg, + ) ,

( -  y» -  -  X; + %: -  z*  +  -  X a + +  Z&
+ + y^ + -  y^ +  -  xy  ̂ -  y ^  +  )

-  S t  + s *  -  S j  -  8 *  +  8 ^  -  8 p  +  8 ^ ) ,

( X* -  %L -  1- y& + Z6 -  X* + Yc -  Zc -  -  Yd + Z j + -  y& -  z&
+  Xf +  y -̂ +  Z j  -  * 2  +  y? -  Zy -  -  ŷ  ̂ + z ^ )

'  [ (  2Xo, +  +  z ^ -  2xg, -  y& + z& + 2>:^ -  y^ -  -  2%^ + YA -  z ^  )
T  ( 2x^ -  Yb -  %6 -  2x^ + y,j -  + 2xg + y& + z& -  2x^ -  }y + ) ]  /

[ (  x& + Y& -  2z(, -  x^ -  -  2 z^ + X4 -  Ye + 2ze. “ x^ + y^ + 2z^ )
T (  -ft -  Ya + 2 z ^  -  + y^ + 2 z^  + x ^  + Ŷ  -  2z^. -  Y  ̂ -  2z^  ) ]

< + %U + >'h —Yt — - Ŷ — + ŷ — -  y e + é̂r +

- '6 + z& - + Zg Xcf ” z,< + Xô + Zg + x̂ - + ""9
A - ŷ + - Y6 + - Ŷ -  Zg —Yd -  Z(< + Ye -  z-e + — >v

7
( Gft, + St + Sc + S4 - S& - - ŝ - Ĝv >/

( Sft, + - % - Srf - s& - G|r + Ŝ + Siv ) /

( Bo/ - - Sc + S4 - Se + ®6' - Glv ) ,

( Zft, + Zfc 4* Zc + Ẑ  + ze + Z|J + + Z(v ) /

( YJL + Yfc + Yc + Yd + Ye + Ŷ  + + Ykr ) /

( + Xj. + + Xj + xe + + + X|v ).

( - Yft. -  >'h - Y6 - + Yc + + Y«f + Xg - Yô “ ""6' - n -

/ ( - -  >'b - z& H- + Zc - d + z,< + xe -  z& - - +

/(-%L - + Yt + Z6 - Yc + ẑ + Yd -  Z4 - Yg ~ 2•e + + - 5'ir
5^ : ( - + - + s e - - Ga ) /

( - - + + S0 - G& - + S/v ) /

( + - Sc - S4 + s& + - S/v ) ,

Z/v )
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%6 + =6 -  + ZA, ) /

< %v -  %. + y& -  %( -  y& +

( -  %6 + %c -  =4  -  %4 + X f  -  X f  + X / v ) '

(  %A -  + * 6  + ?6  -  * 6  +  -  %4 -  = 6  + %2 -  -  y ?  +  = ^ +  %V )

/ (  -  =4 + * 6  + =6 + X» + =6 + = 4  -  =W -  * 6  +  =« -  -  = f  -

/ ( - ) ^  -  =4 -  y& -  =6 -  y ,  + =6 -  + =w + y« +  =« + +  %f +  ? ?  -  = ?  +  %v -  )

(  X* +  %* -  %6 + y& -  * 6  -  y& +  X j  -  %v +  * 6  + y& -  xy- +  -  y ?  +  )

/(-% A  -  2 *  + %6 -  =6 -  Xf + %c + + ZW -  %a -  %a + '  %ÿ + Z f  +

/ ( - %  +  Z »  +  y& -  = 6  -  %; -  z& + %v +  Z j  -  y« + z& + y& -  z f  -  y ?  -  % ? +  ? A +  % * ,)

................... ( V I I . 3 6 )

Q u a l i t a t i v e  a n a l y s i s  o f  t h e  c h a r g e  d i s t r i b u t i o n  e x p e c t e d  i n  e a c h  o f  

t h e  m o l e c u l a r  o r b i t a l s  o f  t h e  s y s t e m  i n d i c a t e s  t h a t  t h e  s y m m e t r y  a n d

1a 2 6
o r b i t a l  c o n f i g u r a t i o n  o f  t h e  g r o u n d  s t a t e  w i l l  b e  A ; ^ a n d  ( l a y ^ )  ( i t ^ ^ ) ,  

r e s p e c t i v e l y .  T he c h a r g e  d i s t r i b u t i o n  a r i s i n g  f r o m  o n e  o f  t h e  o c c u p i e d  

t;tA,“ O r b i t a l s  i s  e x p e c t e d  t o  b e  a s  sh o w n  s c h e m a t i c a l l y  i n  F i g u r e  ( V I I ,  1 1 ) .

T he N o n a m e r : B o d y - C e n t r e d  C u b i c  S t r u c t u r e ,

T h i s  c o n f i g u r a t i o n  h a s  t h e  sam e s y m m e t r y  p r o p e r t i e s  a s  d i s c u s s e d  i n  

t h e  p r e v i o u s  s e c t i o n  f o r  t h e  c u b e .  T he s y m m e t r y  o r b i t a l s  f o r  t h e  s y s 

t e m  a r e  g i v e n  b y

A m  I

^ ‘v- ................... ( V I I . 3 7 )

a n d  t h o s e  a l r e a d y  d e f i n e d  i n  e q u a t i o n  ( V I I , 3 6 ) .

Q u a l i t a t i v e  M o l e c u l a r  O r b i t a l  t h e o r y  t h e n  i n d i c a t e s  t h a t  t h e  sym 

m e t r y  a n d  o r b i t a l  c o n f i g u r a t i o n  o f  t h e  g r o u n d  s t a t e  w i l l  b e  a n d

< la ^ ^  ) ^ (  I t , ^ ) ^  ( 2 a ; ^  ) \  r e s p e c t i v e l y .  F i g u r e  ( V I I . 12) i s  a  p i c t o r i a l  

d e s c r i p t i o n  o f  t h e  c h a r g e  d i s t r i b u t i o n  e x p e c t e d  t o  a r i s e  f r o m  t h e  2 a ^ -  

o r b i t a l j  t h e  d i s t r i b u t i o n  a r i s i n g  f r o m  t h e  I t ^ ^ - s t a t e  i s  s i m i l a r  t o  

t h a t  (  F i g u r e  ( V I I . l l )  ) d e s c r i b e d  i n  t h e  p r e v i o u s  s e c t i o n  f o r  t h e  c u b e .
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Tho l-jonam or; L i n e a r  C o n f i g u r a t i o n ,

I n  t h i s  c a s e ,  t h e r e  a r e  t h r e e  p o s s i b l e  e n e r g y - l e v e l  s c h e m e s  t o  

c o n s i d e r .  T h e s e  a r e

( i ) 1 c ^  < l q i L < 2 a g  < <

( i i )  1 <^ < < l i i , ^  < . . . .

( i i i )  1 Og < 1<%1 < < l i r ^  < . . . .

T he  c h a r g e  d i s t r i b u t i o n  a r i s i n g  f r o m  t h e  o c c u p a t i o n  o f  t h e  3 C J g - o r 

b i t a l  i s  e x p e c t e d  t o  b e  a s  i n d i c a t e d  s c h e m a t i c a l l y  i n  F i g u r e  ( V I I . I 3 ) .  

U s e  o f  t h e  a u f b a u  p r i n z i p  t h e n  s u g g e s t s  t h a t  t h e  s y m m e t r y  o f  t h e

4* ^ ‘“77“
g r o u n d  s t a t e  w i l l  b e  e i t h e r  ( i )  ^  ^  o r  ( i i )  a n d  ( i i i )  / / ^  a H o w e v e r ,

a s  m e n t i o n e d  d u r i n g  t h e  a n a l y s i s  o f  t h e  o c t a m e r ,  t h e  a b o v e  c o n c l u 

s i o n s  may a l s o  n o t  b e  i n  a g r e e m e n t  w i t h  t h o s e  o f  e x p e r i m e n t a l  o r  

m o re  e l a b o r a t e  q u a n t i t a t i v e  i n v e s t i g a t i o n s ,  o w in g  t o  t h e  i n h e r e n t  

s h o r t c o m i n g s  o f  t h e  s i m p l e  M o l e c u l a r  O r b i t a l  t h e o r y .

R e s u l t s  Of M ode l C a l c u l a t i o n .

T h e  f o l l o w i n g  i s  a  b r i e f  d i s c u s s i o n  o f  t h e  r e s u l t s  o b t a i n e d  f r o m  

t h e  i n v e s t i g a t i o n  o f  som e SODIUM c l u s t e r s  u s i n g  t h e  m o d e l  H a m i l t o n 

i a n  o f  C h a p t e r  V I ,  T he  r e s u l t s  a r e  g i v e n  i n  T a b l e s  ( V I I . 3 ) t o  

( V I I , 7 ) ,  (  I t  w as  o r i g i n a l l y  h o p e d  t h a t  a  m uch m o re  e x h a u s t i v e  s t u d y

o f  a t  l e a s t  t h e  t r i m e r  a n d  q u a d r a m e r  s y s t e m s ,  i n c l u d i n g  i n v e s t i g a t i o n  

o f  s e v e r a l  i s o m e r i c  f o r m s ,  b e  p e r f o r m e d .  H o w e v e r ,  o w in g  t o  s e v e r a l  

d i f f i c u l t i e s  w h i c h  a r o s e  a t  t h e  o u t s e t  o f  t h e  p r o j e c t ,  t h i s  p l a n  h a d  

t o  b e  a b a n d o n e d  t h r o u g h  l a c k  o f  t i m e . )

i n  o r d e r  t o  e x a m i n e  t h e  s u i t a b i l i t y  o f  t h e  c h o s e n  m o d e l  f o r  i n v e s 

t i g a t i n g  l a r g e r  s y s t e m s ,  f a i r l y  e x t e n s i v e  c a l c u l a t i o n s  w e r e  f i r s t  

p e r f o r m e d  o n  t h e  d i m e r .  I t  w as  t h e n  o b s e r v e d  t h a t ,  i n  o r d e r  t o  o b 

t a i n  a  r e a s o n a b l e  p o t e n t i a l  e n e r g y  c u r v e  f o r  t h o  g r o u n d  s t a t e  o f  t h i s  

s y s t e m ,  i t  w as  n e c e s s a r y  t o  d e t e r m i n e  t h e  ' n e a r  o p t i m a l  '  b a s i s  

f u n c t i o n  e x p o n e n t  a s  a  f u n c t i o n  o f  t h o  i n t e r n u c l e a r  s e p a r a t i o n ;  t h e
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v a l u e s  u s e d  a r e  s t i l l  q u i t e  f a r  f r o m  b e i n g  t r u l y  o p t im u m  a n d  t h i s  may 

e x p l a i n  t h e  s p u r i o u s  r e s u l t s  (  f o r  R = 7 «4 ^  a ,  u ,  )  i n  t h e  p o t e n t i a l  

e n e r g y  c u r v e s  f o r  t h e  t r i m e r  a n d  q u a d r a m e r .

An i n t e r e s t i n g  b y - p r o d u c t  o f  t h e  a b o v e  o p t i m i z a t i o n  p r o c e d u r e  i s  t h e  

i n d i c a t i o n  t h a t  t h e  v a r i a t i o n  o f  t h e  o p t i m a l  b a s i s  f u n c t i o n  e x p o n e n t  

w i t h  d e c r e a s i n g  i n t e r n u c l e a r  s e p a r a t i o n  may b e  q u i t e  s i m i l a r  t o  t h a t  

d e s c r i b e d  b y  S l a t e r  ( 1 9 6 3 )  f o r  t h e  h y d r o g e n  m o l e c u l e .  H o w e v e r ,  t h e  

i n i t i a l  d e c r e a s e  o f  t h e  e x p o n e n t  a p p e a r s  l a r g e r  a n d  may b e  a  c o n s e 

q u e n c e  o f  t h e  w e a k e r  b i n d i n g  o f  t h e  v a l e n c e  e l e c t r o n  t o  i t s  p a r e n t  

n u c l e u s ;  t h e  d e c r e a s e  i n  t h e  e x p o n e n t  may b e  c o n s i d e r e d  a s  a  m e a s u r e  

o f  t h e  d e g r e e  t o  w h i c h  t h e  v a l e n c e  e l e c t r o n  i s  p e r t u r b e d  b y  t h e  p r e 

s e n c e  o f  t h e  i o n - c o r e  o f  a  f o r e i g n  a t o m .

As a  r e s u l t  o f  t h e  r a t h e r  l a r g e  e q u i l i b r i u m  b o n d  d i s t a n c e s  i n v o l v e d ,  

i t  i s  e x p e c t e d  t h a t  t h e  V a l e n c e  B ond  m e th o d  w i l l  b e  m ore  s u i t a b l e  f o r  

d e t e r m i n i n g  t h e  b i n d i n g  e n e r g i e s  o f  t h e  v a r i o u s  c l u s t e r s .  T h i s  i s  

s u p p o r t e d  b y  t h e  n u m e r i c a l  r e s u l t s  w h i c h  sh o w  t h a t  t h e  e n e r g i e s  a s  

d e t e r m i n e d  u s i n g  t h e  V a l e n c e  B o n d  d e s c r i p t i o n  a r e  a l w a y s  l o w e r  t h a n  

t h o s e  o f  t h e  M o l e c u l a r  O r b i t a l  f o r m a l i s m .  I n d e e d ,  q u i t e  p r o m i s i n g  

r e s u l t s  h a v e  b e e n  o b t a i n e d  u s i n g  t h i s  m e t h o d .  T h u s ,  t h e  e q u i l i b r i u m  

b o n d  d i s t a n c e  a n d  i o n i z a t i o n  p o t e n t i a l  a r e  i n  f a i r  a g r e e m e n t  w i t h  e x 

p e r i m e n t a l  f i n d i n g s  a n d  t h e  a c c u r a c y  o f  t h e  c o m p u te d  b i n d i n g  e n e r g y  i s  

a b o u t  t h e  sam e  a s  t h a t  o b t a i n e d  f r o m  m o re  e x h a u s t i v e  c a l c u l a t i o n s  o n  

s i m p l e r  s y s t e m s .  E x p e r i e n c e  h a s  sh o w n  t h a t  i m p r o p e r  t r e a t m e n t  o f  c o r 

r e l a t i o n  e f f e c t s  c a u s e s  a  c o r r e l a t i o n  e r r o r  o f  a p p r o x i m a t e l y  0 . 5  e . v .  

p e r  e l e c t r o n - p a i r  b o n d .

T he l a c k  o f  a n y  b i n d i n g  i n  t h e  M in im a l  B a s i s  M o l e c u l a r  O r b i t a l  d e s 

c r i p t i o n  o f  t h e  d i m e r  w as  a n  u n e x p e c t e d  r e s u l t  w h i c h  may b e  d u e  p r i 

m a r i l y  t o  t h e  p o o r  d e s c r i p t i o n  o f  t h e  H a r t r e e - F o c k  o r b i t a l s  o f  t h e  

s y s t e m  b y  t h e  c h o s e n  S l a t e r  b a s i s  ( S z a s z  a n d  M cG inn ( 1 9 6 8 )  ) ,  T h i s  

h y p o t h e s i s  i s  f u r t h e r  s u p p o r t e d  b y  t h o  d i s a p p o i n t i n g  r e s u l t s  o b t a i n e d  

f r o m  a  r e f e r e n c e  c a l c u l a t i o n  w h i c h  e x p l i c i t l y  c o n s i d e r e d  a l l  t h e  e l e c 

t r o n s  o f  t h e  s y s t e m .
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T a b l e s  ( V I I . 3 )  a n d  ( V I I . 4 )  c o n t i n u e d ; C o m m e n ts .

T he  m a in  c o n c l u s i o n s  t o  b e  d ra w n  f r o m  t h e  r e s u l t s  d i s p l a y e d  i n

T a b l e s  ( V I I , 3 ) a n d  ( V I I . 4 ) i n c l u d e :

1 . The m o d e l  g i v e s  t h e  c o r r e c t  o r d e r i n g  o f  t h e  l o w e s t  e n e r g y  l e v e l s  

f o r  t h e  d i m e r ,  w i t h  r e a s o n a b l e  p o t e n t i a l  e n e r g y  c u r v e s  f o r  e a c h .

H o w e v e r ,  t h e  l e v e l  s e p a r a t i o n s  a r e  p o o r l y  d e s c r i b e d ;  f o r  e x a m p l e ,

( f i r s t  e l e c t r o n i c  t r a n s i t i o n  e n e r g y  ) ~  3  e . v .

E x p e r i m e n t a l  v a l u e  = 1 .8 2  e . v .

2 .  T he V a l e n c e  B o n d  f o r m a l i s m  g i v e s  a  b e t t e r  i n i t i a l  a p p r o x i m a t i o n  

f o r  i n v e s t i g a t i n g  t h e  s y s t e m .  I n  f a c t ,  b i n d i n g  i s  p o o r l y  d e s c r i b e d  

i n  t h e  M o l e c u l a r  O r b i t a l  f r a m e w o r k  e v e n  w h e n  a  l i m i t e d  C o n f i g u r a 

t i o n  I n t e r a c t i o n  ( C h a p t e r  I I  )  i s  u s e d  i n  t h e  E x t e n d e d  B a s i s  c a l c u 

l a t i o n ,  A d i s a p p o i n t i n g  r e s u l t  i s  a l s o  o b t a i n e d  f r o m  t h e  r e f e r e n c e  

c a l c u l a t i o n  i n  w h i c h  a l l  t h e  e l e c t r o n s  o f  t h e  s y s t e m  a r e  e x p l i c i t l y  

c o n s i d e r e d .  H e r e a f t e r ,  t h e  d i s c u s s i o n  i s  c o n c e r n e d  w i t h  t h e  r e s u l t s  

o b t a i n e d  b y  u s i n g  t h e  V a l e n c e  B ond  m e t h o d .

3 .  T he  v a l u e s  o b t a i n e d  f o r  t h e  e q u i l i b r i u m  g e o m e t r y  a n d  t h e  i o n i z a 

t i o n  p o t e n t i a l  a r e  i n  q u i t e  g o o d  a g r e e m e n t  w i t h  t h o s e  d e t e r m i n e d  b y  

e x p e r i m e n t a l  a n d  s i m i l a r  t h e o r e t i c a l  a n a l y s i s .  A l s o ,  t h e  b i n d i n g  

e n e r g y  i s  o f  t h e  o r d e r  o f  m a g n i t u d e  e x p e c t e d  w h en  i t  i s  r e m e m b e r e d  

t h a t  c o r r e l a t i o n  b e t w e e n  t h e  v a l e n c e  e l e c t r o n s  i s  i m p r o p e r l y  a c c o u n 

t e d  f o r .

T he f o l l o w i n g  i s  a  c o m p a r i s o n  o f  t h e o r e t i c a l  a n d  e x p e r i m e n t a l  r e 

s u l t s  o b t a i n e d  f o r  t h e  a b o v e m e n t i o n e d  p r o p e r t i e s  o f  t h e  d i m e r ;

I o n i z a t i o n  P o t e n t i a l  = 4 .9 0  e . v .  ( e x p e r i m e n t a l ;  T a b l e  ( V I I I .  l )  )

= 4 . 9 4  e . v .  (  P i c k u p  a n d  B y e r s  B row n ( 1 9 7 2 )  )

= 5 . 1 0  e . v .  ( p r e s e n t  w o rk  )

E q u i l i b r i u m  I n t e r n u c l e a r  S e p a r a t i o n

= 5 . 5 0  a . u .  (  p r e s e n t  w o r k  a n d  P i c k u p  e t .  a l .  ( l ô 7 2 )  )

=  5 . 8 0  a . u .  ( e x p e r i m e n t a l  ) ''

= 6 . 1 8 , 6 , 8 5  a . u .  (  S z a s z  a n d  M cGinn ( l 9 6 8 ) .  )
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T a b l e s  ( V I I . 3 )  a n d  ( V I I . 4 )  c o n t i n u e d : C o m m e n ts ,

D i s s o c i a t i o n  E n e r g y  = 0 . 1 9 6 ,  0 . 2 2 9  e . v .  (  S z a s z  e t ,  a l .  ( 1 9 6 8 )  )

= 0 , 2 5 9  e . v .  ( p r e s e n t  w o rk  )

= 0 , 3 8 6  e . v ,  ( P i c k u p  e t ,  a l .  ( 1 9 7 2 )  )

= 0 . 7 4 0  e . v .  ( e x p e r i m e n t a l  )

( E x p e r i m e n t a l  d a t a  f o r  t h e  e q u i l i b r i u m  g e o m e t r y  a n d  d i s s o c i a t i o n  

e n e r g y  i s  t a k e n  f r o m  H e r z b e r g  G, ( 1 9 5 0 )  * M o l e c u l a r  S p e c t r a  a n d  

M o l e c u l a r  S t r u c t u r e  * ,  V o l .  1 (  S p e c t r a  o f  D i a t o m i c  M o l e c u l e s  )

2 n d ,  e d . ,  V an  N o s t r a n d ,  New Y o r k .  )

T a b l e s  ( V I I . 5 )  t o  ( V I I . 7 ) : C o m m e n ts .

T h e  p o t e n t i a l  e n e r g y  c u r v e s  f o r  t h e  g r o u n d  s t a t e s  o f  t h e  e q u i l a t e r 

a l  t r i a n g u l a r ,  t e t r a h e d r a l  a n d  s q u a r e  s y s t e m s  a r e  sh o w n  i n  T a b l e s  

( V I I , 5 )  t o  ( V I I , 7 ) .  T he s p u r i o u s  r e s u l t s  o b t a i n e d  f o r  R =  7 . 4 0  a , u .  

i s  m o s t  c e r t a i n l y  d u e  t o  t h e  i n c o m p l e t e  o p t i m i z a t i o n ,  a s  e x p l a i n e d  

i n  t h e  t e x t .

The r e s u l t s  d i s p l a y e d  i n  T a b l e s  ( V I I . 6 ) a n d  ( V I I . 7 )  c o n f i r m  t h a t  

t h e  s q u a r e  c o n f i g u r a t i o n  i s  m ore  s t a b l e  t h a n  t h e  t e t r a h e d r a l .  The 

s q u a r e  i t s e l f  i s ,  h o w e v e r ,  u n s t a b l e  w i t h  r e s p e c t  t o  tw o  n o n i n t e r a c t i n g  

d i m e r s .

O n c e  a g a i n ,  t h e  V a l e n c e  B o n d  f o r m a l i s m  p r o v i d e s  t h e  b e t t e r  i n i t i a l  

a p p r o x i m a t i o n  f o r  i n v e s t i g a t i n g  b i n d i n g  e n e r g i e s ,  a s  c a n  b e  s e e n  c l e a r 

l y  f r o m  t h e  d a t a  o f  T a b l e  ( V I I . 7 ) .

F i n a l l y ,  t h e  i o n i z a t i o n  p o t e n t i a l  a n d  e q u i l i b r i u m  n e a r e s t - n e i g h b o u r  

s e p a r a t i o n  f o r  t h e  s q u a r e  a r e  e s t i m a t e d  t o  b e  4 * 2  e . v .  a n d  6 . 9  a . u , ,  

r e s p e c t i v e l y .
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Tho e x c i t e d  s t a t e s  o f  t h e  d i m e r  a r e  a l s o  r a t h e r  p o o r l y  d e s c r i b e d .  

T h i s  may b e  du o  i n  p a r t  t o  t h e  i m p r o p e r  c h o i c e  o f  b a s i s  f u n c t i o n  e x 

p o n e n t  a s  w e l l  a s  t o  t h e  i n a d e q u a c i e s  o f  t h e  S l a t e r  b a s i s  s e t .

As y e t ;  t h e r e  i s  l i t t l e  p u b l i s h e d  w o r k  w i t h  w h i c h  t h e  r e s u l t s  f o r  

t h e  t r i m e r  a n d  q u a d r a m e r  may b e  c o m p a r e d .  H o w e v e r ,  t h e  c a l c u l a t i o n s  

s u g g e s t  t h a t  t h e  s q u a r e  i s  m ore  s t a b l e  t h a n  t h e  t e t r a h e d r o n  a n d  t h a t  

n o n e  o f  t h e  s t r u c t u r e s  c o n s i d e r e d  f o r  t h e  t r i m e r  o r  q u a d r a m e r  a r e  

s t a b l e  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  ’ d i m e r  p l u s  m onom er ' a n d  * d i m e r  p l u s  

d i m e r  * c o m p l e x e s ,  r e s p e c t i v e l y .

T he  a b o v e  c o n c l u s i o n s  may b e  c o m p a r e d  w i t h  t h o s e  o f  T a y l o r  e t ,  a l ,  

( 1 9 3 3 ) a n d  P i c k u p  a n d  B y e r s  B row n ( 1 9 7 2 ) .  A m o d e l  c a l c u l a t i o n  b y  

P i c k u p  e t ,  a l ,  i n d i c a t e d  t h a t  t h e  l i n e a r  c o n f i g u r a t i o n  i s  t h e  m o s t  

s t a b l e  f o r m  f o r  t h e  t r i a t o m i c  c l u s t e r .  H o w e v e r ,  t h i s  e q u i l i b r i u m  

g e o m e t r y  a p p e a r e d  t o  r e p r e s e n t  a  s a d d l e - p o i n t  o n  t h e  p o t e n t i a l  e n e r 

g y  s u r f a c e ,  w i t h  t h e  n o n - i n t e r a c t i n g  d i m e r  p l u s  m onom er c o m p l e x  b e 

i n g  e n e r g e t i c a l l y  m o re  f a v o u r a b l e .  B e s i d e s  c o r r o b o r a t i n g  t h e s e  f i n d 

i n g s  o n  t h e  t r i a t o m i c  s y s t e m ,  t h e  s e m i - e m p i r i c a l  a n a l y s i s  o f  T a y l o r  

e t ,  a l ,  a l s o  c o n c l u d e d  t h a t ,  o f  a l l  t h e  s t r u c t u r e s  c o n s i d e r e d ,  t h e  

s q u a r e  c o n f i g u r a t i o n  w as  i n d e e d  t h e  m o s t  s t a b l e  f o r m  f o r  a  s y s t e m  o f  

f o u r  s o d i u m  a to m s  a n d ,  f u r t h e r m o r e ,  t h a t  t h i s  a g g r e g a t e  w as  s l i g h t l y  

m o re  s t a b l e  t h a n  tw o  n o n - i n t e r a c t i n g  s o d i u m  m o l e c u l e s .
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APPENDIX,

T h e  T r i m e r  ; L i n e a r  S y m m e t r i c  a n d  E q u i l a t e r a l  T r i a n g u l a r  S y s t e m s ,

I n  t h i s  s e c t i o n ,  e x p r e s s i o n s  a r e  d e r i v e d  f o r  t h e  e n e r g i e s  o f  t h e  

g r o u n d  s t a t e s  o f  t h e s e  s y s t e m s .  F o r  e i t h e r  c o n f i g u r a t i o n ,  t h e  e n e r g y  

o f  t h e  g r o u n d  s t a t e  i s  g i v e n ,  i n  t h e  * H e i t l e r - L o n d o n  * a p p r o x i m a t i o n ,  

b y

w h e r e  , , , , ( V I I , 3 8 )

=: - 2 -  j f  ( e q u a t i o n  ( V I , 5 )  ) ,A .

To d e t e r m i n e  t h e  a b o v e  m a t r i x  e l e m e n t s ,  i t  i s  c o n v e n i e n t  t o  d e f i n e  

t h e  f o l l o w i n g  O v e r l a p  d e t e r m i n a n t s  (  e q u a t i o n s  ( 1 1 1 , 4 ? )  t o  ( I I I . 4 9 ) ) :

d e t

d e t  I sV . I = d o t  I S ^  I

d e t  I s 'i?  I = d e t  I I
17

1 0
1 0

0 0  0

1 0

Sa6  0
0 0

0 9,9 1 0
1 0 and d e t S T , Scvc 1 0

0  0 0 0 1

T h e  O v e r l a p  m a t r i c e s  a r e  t h e n  g i v e n  b y

< I ^  > = (I -  S ^ ) ;  < ^  I = (1 -  8 ^ ) ;

< ^  I % >  = ( S ^ S ^  -  S ^ ) ;  < ^  I ^  > = ( I  -  S ^ ) S 4 ;

< I 5 ,  > = ( I -  S ^ )s4 ; and < ^  I ^  > = (I -  S ^ )

................... ( V I I . 3 9 )

T h e  o n e - e l e c t r o n  p a r t s  o f  t h e  H a m i l t o n i a n  m a t r i x  a r e

< I I  ^ 1  > — < s^I h,̂  ̂ I s^  > -  2S^^< Sĝ l h ,^  I s^  >

+  < s ^ l  h ^ l  Sfe > +  ( I  -  s ^ ) <  Sg I h ^ l  Be >
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< ^  I = S ^S ^<  s^l I > -  S^< St,l h ^ l  Sfa >

+  ( « î e  -  2 S « , ) <  s ^ l  h , ^ l  s j  h „ l  >

< $, I Ss>> = S^<< s^l h ^ l  S^ > -  < s^l h ^ l  E  ̂ >)

•  ®A.' S t  > +  < S t I h , ^ l  Ea > )

+  2 3 ^ ^  ®fa> h » .  I ®c ^

< % >  = ( I  -  S ^ X  S ^ l  h ^ l  s ^  > +  < s ^ l  h ^ l  E ,  >

+ < =£.1 V  ' ®& ^ "  2S^-=  Sj,l h ^  I >

< %  % >  = < 2 S ^  -  S ^ S ^ X  s j  h „  I S t  > -  S ^ <  s ^ l  h ^ l  s ^  >

-  V  ^ + s L <  s ^ l  h _ l  E^ >

< ^  % >  = < s ^ l  h ^ l  s ^ >  +  (1  -  S ^ ) <  s ^ l  h ^ l  E(, >

-  2 S * t<  s ^ l  h ^ l  s^  > + < S a l  h .^ 1  Ea > .

....................( V I I . 4 0 )

S i m i l a r l y ,  t h e  t w o - e l e c t r o n  p a r t s  o f  t h e  H a m i l t o n i a n  m a t r i x  a r e

^  ^  °  '  V ® b  ^  I S a « *  +  <  S f c E f a  I E t S s  >

-2S..e*= ®<x®e I s ^ E ^  > -  < s ^ E t  I s ^ S t  >

< • ■ ? -  W  I %  ^ ®».®b I ®fc®o > -  2< S^E^ I E fcS t > )

+  S . t ( <  S ^ S t  I S ^ E ^  >  +  <  E ^ S ^  I s ^ s ^  > )  -  <  S ^ s ^ l

< i Z  r ^ ' l  5 ,  > = < StS^ I E^S^ > -  S..^< S^ S t I S^E^ >

+  3 « .b (2 <  I > -  < E ^ S t  I s ^ s ^  > -  < s ^ s . .  I E ^ S t

I ^  ^ = < ®&®a. I ®b®<, * + < ®£C®a. I ®c®0 > +  < ®fc®b I ® o ^  ^
-*"y

- 2 S . ^ <  I s ^ s ^  > -  < I E t S ^  >

^  ‘ S   ̂ " ®<x®b ' ®«.®fc =" -  S.£<,< s^ S t I S^S^ >

+ S^S^ I S^S^  ̂ -  < ®Â ®b I ®.̂ ®o  ̂ ®-®=.l ®b®c>:

<  ^  I . 5 - ,  ^  I ^  >  =  <  s . s _  I S t ^ S i .  >  +  <  8 _ S _  1 s _ s ^  >  +  <  S ^ s ,  1 s ^  s ^  >

«A. 6  «X. C.

( V I I . 4 1 )

F i n a l l y ,  s u b s t i t u t i n g  e q u a t i o n s  ( V I I , 3 9 ) t o  ( V I I .41) i n t o  e q u a t i o n  ( V I I . 3 8 )
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Î60

T h e  Q u a d r a m e r ; S q u a r e  C o n f i g u r a t i o n .

I n  t h e  D i a t o m i c s - I n - M o l e c u l e s  t h e o r y  (  C h a p t e r  V ) ,  t h e  g r o u n d  

s t a t e  e n e r g y  f o r  t h e  s q u a r e  c o n f i g u r a t i o n  i s  g i v e n  b y

( V I I . 4 2 )

( c f .  e q u a t i o n  ( V .2 3 )  )

I n  t h e  H e i t l e r - L o n d o n  f o r m a l i s m ,  t h e  l o w e s t  tw o s t a t e s  o f  t h e  d i m e r ,  

AB, a r e  r e p r e s e n t e d  b y  t h e  f o l l o w i n g  f u n c t i o n s :

-4L 1 ® 1 ® t 1 = *A S [®;i 4 ]
^  A 8  
^  = Aa 6  [®^ ® ;] - A S ® ;]

AÔ
^ 3  = 1 ®z ®% 1 = * A ft [® : ®%]

%  = A aô t® ^ ®%] + ^A 8 [®b ® ;] . . . . ( V I I . 4 3 )X
A n a l o g o u s  e x p r e s s i o n s  h o l d  f o r  t h e  c o r r e s p o n d i n g  s t a t e s  o f  t h e  d i a t o m 

i c ,  AC,

Now

< # 1 ^ > = 4< ^  3  > + 2< m #  >

-  8<  9 5  S  >

...................( V I I . 4 4 )

w h e r e

W r i t i n g  [  ] = s ^ s ‘f’s“ s ”  -  s t s t s Z ^ ^

^(A ^/ ^   ̂ ~ *

t h e n

® t ® :

F ro m  e q u a t i o n  ( V I I . 4 3 ) ,  i t  i s  e a s i l y  sh o w n  t h a t
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c ^ A â  :;fAâ> I
+  o . 5 (  %  -  ^  ) i  ^ t . ® ;  ‘

T h u s ,

rAô . . r -1 -1 „  E. /r /P \  ^ A ô
] = 0 . 5  I ®j" ®;  I

+ 0 . 5  Æ.̂ .C2:̂ i
+ 0 .5  yEe/Ui.1^2^^- /Cfc) &  I s ,  s

^  ®%(

C ^ i  ®: ®: '

- o . s Æ ^ ^ . C ' x ; , ^ ;  C ^ i  s + s ;  I

................... ( V I I . 4 5 )

w h e r e  a n d  a r e  t h e  g r o u n d  s i n g l e t

a n d  e x c i t e d  t r i p l e t  e i g e n v a l u e s  f o r  t h e  d i m e r ,  AB, a t  t h e  i n t e r n u c 

l e a r  d i s t a n c e  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  s e p a r a t i o n ,  , i n  t h e  s q u a r e .

U s i n g  e q u a t i o n  ( V I I , 4 3 ) a g a i n ,  e q u a t i o n  ( V I I . 4 5 ) b e c o m e s

^ctL U . ^  ^

= 0 . 5  < I s i  s^  11 s ^  s ;; 1 -  1 s t  s“

+ 1 ®% 11 ®d ®i I - 1 ® t  ® i  "  ®d ®% I )

+  0 . 5  £ ^ c j ^  (  1 s ; f s -  I I s -  I + I s +  I I I

-  I s ';  I I s ;  1 -  I s t  s -  1 I s j  s -  I )

a n d

^ A ô  ^ ( A ô /  ^

= 0 . 5 . 4 6 ^ ( % 4 6 )  (  (  %  -  %  )  +  (  ^  -  S | > )

+  0 . 5  (  (  " %  -  ^  )  -  (  ^  -  ^  ) )

................... ( V I I . 4 6 )

( ) i s  a s  d e f i n e d  b y  e q u a t i o n s  ( V I I . 9 )  a n d  ( V I I . I O ) ,

F i n a l l y ,  t h e r e f o r e ,

A S
Pvu-dbüL

/ ]  \  r -  x /T T -f
I ^ W r r W .1  S E  >

= o . 5 (  £ . ^  X  #  I ' g  >

....................( V I I . 4 7 )

s i n c e  ( ) a n d  ( ) a r e  o r t h o g o n a l  b y  s y m m e t r y .

S i m i l a r l y ,

< S \ n Z u i S >  = / $ ^ )  < 3  I S  >

a n d

< #  ^  > = 5 ^ , <  $  I #  > . . . . ( V I I . 4 8 )
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w h o r e  i s  t h e  v a l e n c e  s t a t e  e i g e n v a l u e  f o r  t h e  f r e e  a t o m .

By c o m b i n i n g  e q u a t i o n s  ( V I I . 42), ( V I I  .44), ( V I I . 4 ? )  a n d  ( V I I . 4 8 ) ,  

t h e  g r o u n d  s t a t e  e n e r g y  f o r  t h e  s q u a r e  c o n f i g u r a t i o n  i s  t h e n  r e p r e 

s e n t e d  b y

f  ^ ê ù - S  ^

 ................... ( V I I . 4 9 )

I t  i s  n o t e d  t h a t ,  i n  t h i s  c a s e ,  t h e r e  i s  n o  n e e d  f o r  t h e  a d d i t i o n 

a l  a s s u m p t i o n  o f  n e g l e c t i n g  t h e  a t o m i c  o v e r l a p  i n t e g r a l s .
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DISCUSSION.
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B i n d i n g  E n e r g y .

Tlio e l e c t r o s t a t i c  t h e o r e m  o f  H o l lm a n n  ( 193? )  a n d  F e y n m a n  ( 1 9 3 9 ) 

p r o v i d e s  a  m o s t  c o n v e n i e n t  f o r m u l a t i o n  f o r  t h e  d i s c u s s i o n  o f  t h e  

s t r u c t u r a l  p r o p e r t i e s  o f  p o s s i b l e  c o n f i g u r a t i o n s  f o r  a g g r e g a t e s  o f  

u n i v a l e n t  a t o m s .  A c c o r d i n g  t o  t h i s  t h e o r e m ,  t h e  c l a s s i c a l  f o r c e  a c t 

i n g  o n  t h e  ^ - t h  n u c l e u s  o f  t h e  s t r u c t u r e  i s  g i v e n  b y

^  =  -  < s / ( ^ >

T ’>...................( V I I I . 1)

w h e r e  t h e  H a m i l t o n i a n  o p e r a t o r ,  H , i s  d e f i n e d  b y

H  =  Z Z  -t- 2 1 , T  +  2 1
éC yku '<'<j V '

&  i s  t h e  e l e c t r o n i c  w a v e f u n c t i o n  f o r  t h e  s t a t e  o f  t h e  s y s t e m  b e 

i n g  i n v e s t i g a t e d  a n d  f o r  w h i c h ,  i t  i s  a s s u m e d ,  t h e  H e1 Im a n n -F e y n m a n  

t h e o r e m  h o l d s  ( Deb ( 1 9 7 3 ) ) .  A l l  o t h e r  q u a n t i t i e s  a r e  a s  d e f i n e d  

p r e v i o u s l y .

An i m m e d i a t e  c o n s e q u e n c e  o f  e q u a t i o n  ( V I I I . l )  i s  t h a t  t h e  f o r m a 

t i o n  o f  a  s t a b l e  p o l y a t o m i c  s t r u c t u r e  i s  a c c o m p a n i e d  b y  a  b u i l d - u p  

o f  e l e c t r o n i c  c h a r g e  i n  s p e c i f i c  r e g i o n s  o r  d i r e c t i o n s  i n  o r d e r  t o  

c o u n t e r b a l a n c e  t h e  i n t e r n u c l e a r  f o r c e s .  I n  p a r t i c u l a r ,  f o r  a  c l u s 

t e r  o f  g i v e n  s i z e ,  t h e  m o s t  s t a b l e  i s o m e r i c  f o r m  w i l l  b e  o n e  i n  

w h i c h  t h e  a b o v e  c e m e n t a t o r y  f o r c e  i s  l a r g e s t .

I n  t h e  s i n g l e - d e t e r m i n a n t  i n d e p e n d e n t - p a r t i c l e  m o d e l ,  i t  i s  p o s 

s i b l e  t o  r e w r i t e  e q u a t i o n  ( V I I I . l )  i n  t h e  f o r m

^ r  4 ^ / 4 ^  J
................... ( V I I I . 2 )

w h o r e  A i  =

a n d  t h e  f i r s t  s u m m a t i o n  i s  o v e r  t h e  s e t  o f  m o l e c u l a r  o r b i t a l s  d e 

f i n i n g  t h o  s i n g l e - d e t e r m i n a n t a l  f u n c t i o n ,  ^  ; m^( m^= 1, 2  ) i s
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t h e  o c c u p a t i o n  n u m b e r  o f  t h e  i - t h  o r b i t a l  o f  t h e  s e t .

E q u a t i o n  ( V I I I . 2 )  sh o w s  t h a t ,  i n  t h i s  m o d e l ,  t h e  e l e c t r o n i c  b i n d i n g  

f o r c e  i s  a  sum o f  o r b i t a l  c o n t r i b u t i o n s .  F u r t h e r m o r e ,  i t  p r o v i d e s  a  

p i c t o r i a l  u n d e r s t a n d i n g  o f  t h e  c e m e n t a t i o n  o f  t h e  n u c l e i  b y  t h e  e l e c 

t r o n - n u c l e a r  a t t r a c t i v e  f o r c e s  a r i s i n g  f r o m  t h e  c h a r g e  d i s t r i b u t i o n  

i n  e a c h  o c c u p i e d  m o l e c u l a r  o r b i t a l .  T h i s  e q u a t i o n  a l s o  f o r m s  t h e  

m a t h e m a t i c a l  b a s i s  o f  t h e  f o l l o w i n g  q u a l i t a t i v e  d i s c u s s i o n  o f  t h e  r e l 

a t i v e  s t a b i l i t y  o f  t h e  v a r i o u s  s t r u c t u r e s  c o n s i d e r e d  i n  t h e  p r e v i o u s  

c h a p t e r .

T h e  T r i m e r .

T h e r e  a r e  tw o p o s s i b l e  s h a p e s  f o r  t h i s  s y s t e m :  l i n e a r  a n d  b e n t .  

U s i n g  t h e  LCAO-MÜ f o r m a l i s m ,  i t  w as  p o s s i b l e  t o  o b t a i n  p i c t o r i a l  d e s 

c r i p t i o n s  o f  t h e  o c c u p i e d  m o l e c u l a r  o r b i t a l s  f o r  t h e  l i n e a r  a n d  e q u i 

l a t e r a l  t r i a n g u l a r  i s o m e r s .  F i g u r e  ( V I I , l )  s h o w s  t h e  c h a r g e  d i s t r i 

b u t i o n s  a r i s i n g  f r o m  t h e s e  s t a t e s .

F o r  t h e  l i n e a r  i s o m e r ,  t h e  l o w e s t  e n e r g y  o r b i t a l  i s  t h e  n o d e l e s s  

1 , T he h i g h e s t  o c c u p i e d  o r b i t a l  i s  t h e  1 w h i c h  h a s  a  n o d a l

p l a n e  p e r p e n d i c u l a r  t o  t h e  n u c l e a r  p l a n e  a n d  p a s s i n g  t h r o u g h  t h e  c e n 

t r a l  n u c l e u s .  S y m m e try  c o n s i d e r a t i o n s  t h e n  i n d i c a t e  t h a t  t h e  i n t e r 

n u c l e a r  f o r c e s  a n d  t h e  b i n d i n g  f o r c e s  a r i s i n g  f r o m  t h e  e l e c t r o n i c  

d i s t r i b u t i o n  i n  e a c h  o c c u p i e d  o r b i t a l  a r e  b o t h  d i r e c t e d  a l o n g  t h e  

m o l e c u l a r  a x i s  a n d ,  t h e r e f o r e ,  a n  e q u i l i b r i u m  i s  p o s s i b l e .

F o r  t h e  e q u i l a t e r a l  s y s t e m ,  t h e r e  i s  o n e  d o u b l y - o c c u p i e d  n o d e l e s s  

a ^ - o r b i t a l  a n d  o n e  s i n g l y - o c c u p i e d  d o u b l y - d e g e n e r a t e  e ' ' - o r b i t a l .  I t  

i s  i m m e d i a t e l y  s e e n  t h a t  t h e  c h a r g e  d i s t r i b u t i o n  i n  t h e  e ^ - o r b i t a l  

d o e s  n o t  e f f e c t i v e l y  c o u n t e r b a l a n c e  t h e  i n t e r n u c l e a r  f o r c e s  w h i c h ,  

b y  s y m m e t r y ,  a r e  d i r e c t e d  a l o n g  t h e  t h r e e  t w o - f o l d  s y m m e t r y  a x e s .

T h i s  s u g g e s t s  t h a t  t h i s  s y s t e m  a n d ,  i n d e e d ,  a l l  t r i a n g u l a r  s t r u c t u r e s  

w i l l  b e  l e s s  s t a b l e  t h a n  t h e  l i n e a r  f o r m .

H o w e v e r ,  t h e r e  i s  a  m o re  p r o f o u n d  r e a s o n  f o r  t h e  i n s t a b i l i t y  o f  t h e
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e r u i l a t e r a l  c o n f i g u r a t i o n .  T h i s  a r i s e s  f r o m  t h e  n o n - s y m m e t r i c a l  

n a t u r e  o f  t h e  e ' - c h a r g e  d i s t r i b u t i o n  w h i c h ,  i n  t u r n ,  i m p l i e s  a  n o n -  

e r - u i v a l e n t  e l e c t r o n i c  e n v i r o n m e n t  f o r  t h e  t h r e e  s p a t i a l l y  e q u i v a l e n t  

n u c l e i  ( C l i n t o n  e t ,  a l ,  ( 1 9 5 9 )  ) ,  T h u s ,  i f  t h e  f o r c e s  o n  t h e  n u c 

l e i  A a n d  C a r e  z e r o ,  t h o s e  o n  t h e  n u c l e u s  B w i l l  b e  f i n i t e  

s i n c e  t h e  i n t e r n u c l e a r  f o r c e s  a r e  s y m m e t r i c .

The a b o v e  p r e d i c t i o n s  a r e  i n  a g r e e m e n t  w i t h  t h e  r e s u l t s  o f  a b  i n i t i o  

c a l c u l a t i o n s  r e p o r t e d  t o  d a t e  ( P i c k u p  e t ,  a l ,  ( 1 9 7 2 ) ;  L i u  ( 1973)  ) ,

T h e  Q u a d r a m e r .

T h e r e  a r e  many p o s s i b l e  s t r u c t u r e s  f o r  t h e  q u a d r a m e r .  O f t h e s e ,  

o n l y  f i v e  h a v e  b e e n  i n v e s t i g a t e d  i n  t h i s  r e s e a r c h .  T h e y  a r e  sh o w n  

i n  F i g u r e s  ( V I I . 2 )  t o  ( V I I , 7 ) ,  a l o n g  w i t h  p i c t o r i a l  d e s c r i p t i o n s  o f  

t h e  c h a r g e  d i s t r i b u t i o n s  a r i s i n g  f r o m  t h e  c o r r e s p o n d i n g  s e t s  o f  o c 

c u p i e d  o r b i t a l s .

F o r  t h e  s q u a r e  c o n f i g u r a t i o n ,  t h e r e  i s  o n e  d o u b l y - o c c u p i e d  n o d e 

l e s s  a^^ - o r b i t a l  a n d  o n e  d o u b l y - o c c u p i e d ,  d o u b l y - d e g e n e r a t e  e „ , - l e -  

v e l ;  e a c h  m em ber o f  t h e  d e g e n e r a t e  p a i r  h a s  a  n o d a l  p l a n e  a n d  i s  

a s s u m e d  t o  b e  s i n g l y - o c c u p i e d .  The s y m m e t r y  o f  t h e  e * r o r b i t a l s  

p r o h i b i t s  a  b u i l d - u p  o f  e l e c t r o n i c  c h a r g e  a l o n g  t h e  d i a g o n a l s  o f  

t h e  s q u a r e  (  F i g u r e  ( V I I . 2 )  )  a n d  t h u s  t h e  c o r r e s p o n d i n g  b i n d i n g  

f o r c e  w i l l  n o t  b e  l a r g e .

F o r  t h e  t e t r a h e d r o n ,  t h e r e  w i l l  b e  o n e  d o u b l y - o c c u p i e d  a , - o r b i t a l  

a n d  tw o  s i n g l y - o c c u p i e d  o r b i t a l s  f r o m  t h e  t r i p l y - d e g e n e r a t e  t ^ - l e -  

v e l .  T he  l a t t e r  do  n o t  p e r m i t  c h a r g e  b u i l d - u p  i n  t h e  d i r e c t i o n s  

( a l o n g  t h e  d i a g o n a l s  o f  t h e  c i r c u m s c r i b i n g  c u b e  ) t o  c o u n t e r b a r  

l a n c e  t h e  i n t e r n u c l e a r  f o r c e s .  T h i s  r e s u l t ,  i n  c o n j u n c t i o n  w i t h  

t h e  l a r g e r  v a l u e  o f  t h e  n u c l e a r  r e p u l s i o n  f o r c e s ,  s u g g e s t s  t h a t  t h e  

t e t r a h e d r a l  s t r u c t u r e  w i l l  b e  l e s s  s t a b l e  t h a n  t h e  s q u a r e .  M o re 

o v e r ,  a s  e x p l a i n e d  i n  t h e  c a s e  o f  t h e  e q u i l a t e r a l  t r i a n g u l a r  s t r u c 

t u r e ,  t h e  p a r t i a l  o c c u p a n c y  o f  t h e  t ^ ^ - l e v e l  r e s u l t s  i n  a n  a s y m m e t r i c  

c h a r g e  d i s t r i b u t i o n  a n d  t h e  i n t r i n s i c  i n s t a b i l i t y  o f  t h e  t e t r a h e d r a l
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i s o m o r .

F o r  t h e  l i n e a r  s t r u c t u r e ,  e a c h  o f  t h o  m o s t  s t a b l e  -  a n d  -  

o r b i t a l s  w i l l  b e  d o u b l y - o c c u p i e d .  T he s m a l l e r  i n t e r n u c l e a r  f o r c e s  

a n d  t h e  s y m m e t r y  o f  t h e  c h a r g e  d i s t r i b u t i o n  i n  e a c h  o f  t h e s e  o r b i 

t a l s  i n d i c a t e  t h a t  t h e  b i n d i n g  f o r c e s  w i l l  b e  l a r g e r  t h a n  f o r  t h e  

s q u a r e  a n d  t h e  t e t r a h e d r o n .  H e n c e ,  t h e  l i n e a r  i s  e x p e c t e d  t o  b e  

t h e  m o s t  s t a b l e  o f  t h e  t h r e e .

F o r  t h e  1 -  (  o r  ^  -  ) s h a p e d  c o n f i g u r a t i o n ,  i t  i s  e x p e c t e d

t h a t  e a c h  o f  t h e  l o w e s t  tw o  a , - o r b i t a l s  w i l l  b e  d o u b l y - o c c u p i e d ;  

t h e i r  c h a r g e  d i s t r i b u t i o n s  a r e  s h o w n  s c h e m a t i c a l l y  i n  F i g u r e  ( V I I , 6 ) ,  

T h e  t o t a l  b i n d i n g  f o r c e  w i l l  b e  s l i g h t l y  s m a l l e r  t h a n  f o r  t h e  l i n e a r  

s t r u c t u r e  o w i n g  t o  t h e  s l i g h t l y  l e s s  e f f i c i e n t  c o u n t e r b a l a n c i n g  o f  

t h e  i n t e r n u c l e a r  r e p u l s i o n s ,

A l e n g t h e n i n g  o f  tw o  o p p o s i t e  s i d e s  o f  t h e  s q u a r e  r e m o v e s  t h e  d e 

g e n e r a c y  o f  t h e  e ^ - l e v e l  a n d  p r o d u c e s  a  r e c t a n g u l a r  s t r u c t u r e .  I n  

t h e  g r o u n d  s t a t e ,  t h e  l o w e s t  a ^ -  a n d  - o r b i t a l s  a r e  e a c h  e x p e c t e d  

t o  b e  d o u b l y - o c c u p i e d .  T h e i r  c h a r g e  d i s t r i b u t i o n s ,  sh o w n  s c h e m a t i 

c a l l y  i n  F i g u r e  ( V I I , 7 ) ,  a r e  e x p e c t e d  t o  c o m p e n s a t e  f o r  t h e  d e c r e a s e d  

n u c l e a r  i n t e r a c t i o n s  i n  a  m o re  e f f i c i e n t  m a n n e r  a n d  r e s u l t ,  t h e r e f o r e ,  

i n  t h e  i n c r e a s e d  s t a b i l i t y  o f  t h i s  s t r u c t u r e  r e l a t i v e  t o  t h e  s q u a r e .  

T h e  a b o v e  q u a l i t a t i v e  d i s c u s s i o n  i n d i c a t e s  t h e  f o l l o w i n g  o r d e r  o f  

i n c r e a s i n g  e n e r g y  f o r  t h e  s t r u c t u r e s  i n v e s t i g a t e d :  

l i n e a r  < Jl -  s h a p e d  < r e c t a n g u l a r  < s q u a r e  < t e t r a h e d r a l .

I t  i s  t o  b e  e x p e c t e d  t h a t  t h e  v a r i o u s  s t r u c t u r e s  w i l l  h a v e  d i f f e r e n t  

e q u i l i b r i u m  i n t e r n u c l e a r  s e p a r a t i o n s ;  t h e  w e a k e r  t h e  b i n d i n g  f o r c e ,  

t h e  l a r g e r  w i l l  t h e  s e p a r a t i o n  b e .  T h e s e  d i f f e r e n c e s  w i l l  m o s t  c e r 

t a i n l y  i n f l u e n c e  t h e  r e l a t i v e  e n e r g i e s  o f  t h e  v a r i o u s  i s o m e r s  b u t  n o t  

t h e  o v e r a l l  c o n c l u s i o n s  a r r i v e d  a t  e a r l i e r .  T h u s  f a r ,  t h e s e  c o n c l u 

s i o n s  h a v e  i n d e e d  b e e n  c o r r o b o r a t e d  b y  q u a n t i t a t i v e  i n v e s t i g a t i o n s  o n

h y d r o g e n  ( G im a rc  ( l 9 7 o )  )  a n d  o n  s o d i u m  ( C h a p t e r  V I I  ) .
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L a r g e r  C l u s t e r s ,

A p p l i c a t i o n  o f  t h e  a b o v e  q u a l i t a t i v e  t h e o r y  t o  som e p o s s i b l e  i s o 

m e r i c  f o r m s  f o r  l a r g e r  c l u s t e r s  l e a d s  t o  t h e  f o l l o w i n g  c o n c l u s i o n s  

c o n c e r n i n g  t h e i r  r e l a t i v e  s t a b i l i t y :  ;

P e n t a m e r :  l i n e a r  < p e n t a g o n  ( J a h n - T e l l e r  a c t i v e  ) |

< r e c t a n g u l a r  p y r a m i d  < s q u a r e  p y r a m i d  ( J - T  a c t i v e  ) j

< t r i a n g u l a r  b i p y r a m i d  < t r i g o n a l  b i p y r a m i d  ( J - T  a c t i v e  ) !

H e x a m e r :  l i n e a r  < h e x a g o n  < r e c t a n g u l a r  b i p y r a m i d  |

< s q u a r e  b i p y r a m i d  < o c t a h e d r o n  ( J a h n - T e l l e r  a c t i v e  )

S e p t a m e r :  l i n e a r  < p e n t a g o n a l  b i p y r a m i d  [

[
II

Oc t a m e r  ; l i n e a r  < c u b e  !|
i[
i j

N o n a m e r :  l i n e a r  <  b o d y - c e n t r e d  c u b i c  i l

l i

!l
T he  a b o v e  p r e d i c t i o n s  m a y ,  a t  f i r s t  s i g h t ,  a p p e a r  r a t h e r  s t r a n g e ,  |

I
I n d e e d ,  t h e y  a r e  i n  c o m p l e t e  o p p o s i t i o n  t o  t h e  c l a s s i c a l  c o n c e p t s  o f

b o n d i n g  a n d  e m p h a s i z e  a n  i m p o r t a n t  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  c l a s s i c a l  a n d  I

I
q u a n t a l  s y s t e m s .  T h u s ,  f o r  e x a m p l e ,  t h e  p r e d i c t e d  i n s t a b i l i t y  o f  t h e  i

c u b i c  a n d  b o d y - c e n t r e d  c u b i c  s t r u c t u r e s  r e l a t i v e  t o  t h e  c o r r e s p o n d i n g  

l i n e a r  f o r m s  may b e  t r a c e d  t o  t h e  f a c t  t h a t  e l e c t r o n s  o b e y  t h e  P a u l i  

e x c l u s i o n  p r i n c i p l e .  T h i s  p r i n c i p l e  may b e  s t a t e d  i n  t h e  f o l l o w i n g  

f o r m  ( S l a t e r  ( Ï 9 3 9 )  ) :  f o r  a  g i v e n  r a n g e  o f  m o m e n ta ,  t h e r e  i s  a

maximum p o s s i b l e  d e n s i t y  o f  e l e c t r o n s  i n  c o o r d i n a t e  s p a c e .  T he n e t  

e f f e c t  o f  t h i s  i s  t h a t  t h e  m a j o r i t y  o f  t h e  v a l e n c e  c h a r g e  l i e s  o u t 

s i d e  t h e  v o lu m e s  e n c l o s e d  b y  t h e  c u b i c  a n d  b o d y - c e n t r e d  c u b i c  s t r u c 

t u r e s  ( F i g u r e s  ( V I I , 11) a n d  ( V I I ,  12) ) ,  C o n s e q u e n t l y ,  t h e  c h a r g e  

d i s t r i b u t i o n s  a r e  n o t  e f f e c t i v e  i n  c o u n t e r b a l a n c i n g  t h e  l a r g e  n u c l e a r  

r e p u l s i o n  f o r c e s  i n h e r e n t  i n  s u c h  c o n f i g u r a t i o n s .

E x p e r i m e n t a l  a n d  a l l  a v a i l a b l e  t h e o r e t i c a l  e v i d e n c e ,  h o w e v e r ,  i n d i 

c a t e s  t h a t ,  w i t h  t h e  e x c e p t i o n  o f  t h e  d i m e r ,  t h e  a b o v e m e n t i o n e d  c l u s 

t e r s  w i l l ,  a t  b e s t ,  h a v e  s m a l l  b i n d i n g  e n e r g i e s  a n d  may r e a d i l y  d i s -



170

s o c i a t o  i n t o  s m a l l e r  a n d  m ore  s t a b l e  s p e c i e s .  T h i s ,  i n  t u r n ,  i n d i 

c a t e s  t h e  n e c e s s i t y  o f  i n c l u d i n g  som e d e s c r i p t i o n  o f  t h e  d i s t o r t i o n  

a n d  p o l a r i z a t i o n  e f f e c t s  w i t h i n  s u c h  s y s t e m s ,  w h e n  a t t e m p t i n g  t o  d e 

t e r m i n e  t h e  r e l a t i v e  s t a b i l i t y  o f  v a r i o u s  i s o m e r i c  f o r m s  a n d ,  m o re  

i m p o r t a n t ,  t h e  r e l a t i v e  s t a b i l i t y  o f  c l u s t e r s  o f  d i f f e r e n t  s i z e s .

T h u s ,  i t  i s  e x p e c t e d  t h a t  t h e  i n c l u s i o n  o f  p - t y p e  o r b i t a l s  i n  t h e  

E x t e n d e d  B a s i s  c a l c u l a t i o n ,  o r  a n y  s i m i l a r  i m p r o v e m e n t s  u p o n  t h e  

M i n i m a l  B a s i s  f o r m a l i s m  ( C h a p t e r  VI ) ,  w i l l  b e  n e c e s s a r y  i n  a n y  

q u a n t i t a t i v e  d e s c r i p t i o n  o f  t h e s e  s m a l l  s y s t e m s .

U s i n g  t h e  i n s i g h t  g a i n e d  f r o m  t h e  a b o v e  q u a l i t a t i v e  a n a l y s i s ,  i t  

a p p e a r s  p o s s i b l e  t o  s u g g e s t  a  d e f i n i t e  t r e n d  i n  t h e  r e l a t i v e  s t a b i l 

i t y  o f  som e o f  t h e  p o s s i b l e  i s o m e r i c  f o r m s  f o r  c l u s t e r s  c o n s i s t i n g  o f  

l a r g e r  n u m b e r s  o f  a t o m s .  T he  n u m b e r  o f  p o s s i b l e  i s o m e r s  i n c r e a s e s  

v e r y  r a p i d l y  w i t h  t h e  s i z e  o f  t h e  a g g l o m e r a t e  b u t  t h e r e  i s  n o t ,  a s  

y e t ,  a n y  e s t a b l i s h e d  m e th o d  f o r  p r e d i c t i n g  i t s  v a l u e .  I n  s p i t e  o f  

t h i s ,  e x p e r i e n c e  d o e s  i n d i c a t e  t h a t  t h r e e - d i m e n s i o n a l  s t r u c t u r e s  w i l l  

g r a d u a l l y  b eco m e  t h e  m o s t  s t a b l e  a n d  i m p o r t a n t  o f  a l l  p o s s i b l e  i s o m e r s  

a s  t h e  n u m b e r  o f  a to m s  i n  t h e  a g g r e g a t e  i n c r e a s e s •

I t  i s  i m p o s s i b l e  a t  t h i s  s t a g e  t o  g i v e  a  d e f i n i t e  a n s w e r  a s  t o  why 

a n d  w h e n  t h i s  t r a n s i t i o n  d o e s  o c c u r .  I t  i s  h o p e d ,  h o w e v e r ,  t h a t  t h e  

f o l l o w i n g  a r g u m e n t  w i l l  p r o v i d e  a  u s e f u l  f r a m e w o r k  w i t h i n  w h i c h  t h e  

a n s w e r s  t o  t h e s e  q u e s t i o n s  may b e  s o u g h t .

As t h e  s i z e  o f  t h e  c l u s t e r  i n c r e a s e s ,  s t r u c t u r e s  c a n  b e  f o r m e d  i n  

w h i c h  a d d i t i o n a l  a to m s  (  s u r f a c e  a to m s  ) w i l l  b e  d i s t r i b u t e d  p e r i p h e r 

a l l y  a r o u n d  a n  i n n e r  c o r e  o f  i n t e r i o r  a t o m s .  T h u s ,  f o r  e x a m p l e ,  a  

b o d y - c e n t r e d  c u b i c  c o n f i g u r a t i o n  c o n s i s t i n g  o f  t h i r t y - f i v e  a to m s  c a n  

b e  c o n s i d e r e d  t o  h a v e  t w e n t y - s i x  s u r f a c e  a n d  n i n e  i n t e r i o r  a t o m s .  The 

n u c l e a r  r e p u l s i o n  f o r c e s  f o r  s u c h  c o n f i g u r a t i o n s  w i l l  b e  much g r e a t e r  

t h a n  t h o s e  f o r  t h e  c o r r e s p o n d i n g  l i n e a r  o r  t w o - d i m e n s i o n a l  i s o m e r s .  

S i m u l t a n e o u s l y ,  t h e  o c c u p i e d  o r b i t a l s  f o r  t h e  m ore  s y m m e t r i c a l  s y s t e m s  

a r e  e x p e c t e d  t o  p e r m i t  a n  i n c r e a s i n g l y  l a r g e r  p r o p o r t i o n  o f  t h e  v a 

l e n c e  c h a r g e  t o  b e  d i s t r i b u t e d  i n s i d e  t h e  v o lu m e s  e n c l o s e d  b y  t h e  s t r u c 
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t u r e s , o w in g  t o  t h e  l a r g e  n u m b e r  o f  d e g e n e r a t e  s t a t e s  a n d  t h e  much 

l o w e r  n u c l e a r  p o t e n t i a l  f i e l d s  a s s o c i a t e d  w i t h  s u c h  c o m p l e x e s .  I n  

p a r t i c u l a r ,  a  lo w  p o t e n t i a l  f i e l d  c o u n t e r s  t h e  ' d i s p e r s i v e  ’ i n f l u 

e n c e  o f  t h e  P a u l i  e x c l u s i o n  p r i n c i p l e .  C o n s e q u e n t l y ,  i t  s e e m s  r e a 

s o n a b l e  t o  e x p e c t  t h a t  t h e  e l e c t r o n i c  b i n d i n g  f o r c e s  i n  t h e  m o re  sym 

m e t r i c a l ,  t h r e e - d i m e n s i o n a l  s t r u c t u r e s  w i l l  i n c r e a s e  v e r y  r a p i d l y .

T h i s  i n c r e a s e ,  b e i n g  much l a r g e r  t h a n  t h a t  i n  o t h e r  i s o m e r s ,  w i l l  

t e n d  t o  m ake t h e s e  c o n f i g u r a t i o n s  t h e  m o s t  s t a b l e  f o r  l a r g e  a g g r e g a t e s .

I t  i s  a l s o  e x p e c t e d  t h a t  t h e  a b o v e m e n t i o n e d  b e h a v i o u r  o f  t h e  e n 

t h a l p y  o f  d i s s o c i a t i o n  w i l l  b e  r e f l e c t e d  i n  t h e  v a r i a t i o n  o f  o t h e r  

c o n f o r m a t i o n a l  p r o p e r t i e s  w i t h  c l u s t e r  s i z e .  T h u s ,  t h e r e  i s  e x p e c 

t e d  t o  b e  a  g r a d u a l  d e c r e a s e  o f  t h e  i n t e r a t o m i c  s e p a r a t i o n  a n d  i n 

c r e a s e  o f  t h e  h i g h - f r e q u e n c y  l i m i t ,  a r i s i n g  f r o m  t h e  b r e a t h i n g  o r  

s t r e t c h i n g  v i b r a t i o n a l  m o d e s ,  a c c o m p a n y i n g  t h e  i n c r e a s i n g  s t a b i l i t y  

o f  t h e  t h r e e - d i m e n s i o n a l  s t r u c t u r e s .  C o r r e s p o n d i n g  v a r i a t i o n s  f o r  

t h e  o t h e r  c o n f i g u r a t i o n s  w i l l  m ore  q u i c k l y  a p p r o a c h  t h e i r  l i m i t i n g  

v a l u e s , w h i c h  a r e  e x p e c t e d  t o  b e  r e s p e c t i v e l y  l a r g e r  a n d  s m a l l e r  

t h a n  t h e  v a l u e s  f o r  t h e  b u l k  m a t e r i a l .

T he r e c e n t  i n t e r e s t  sh o w n  i n  t h e  s t r u c t u r e  o f  s m a l l  g r o u p s  o f  h y 

d r o g e n  a n d  a l k a l i - m e t a l  a to m s  h a s  a g a i n  s p o t l i g h t e d  t h e  r a t h e r  u n i q u e  

p r o p e r t i e s  o f  h y d r o g e n  s y s t e m s .  I t  i s  h o p e d  t h a t  i n v e s t i g a t i o n  o f  

s u c h  s y s t e m s  m a y ,  f o r  e x a m p l e ,  g i v e  som e p h y s i c a l  i n s i g h t  i n t o  * Why 

s h o u l d  a n  a g g l o m e r a t e  o f  s o d i u m  a to m s  h a v e  m e t a l l i c  p r o p e r t i e s ,  w h i l e  

a n  a g g l o m e r a t e  o f  h y d r o g e n  a to m s  h a s  n o t  ? ' W ig n e r  a n d  H u n t i n g t o n  

( 1 9 3 5 ) h a v e  i n v e s t i g a t e d  t h e  c o n d i t i o n s  u n d e r  w h i c h  a  m e t a l l i c  f o r m  

o f  h y d r o g e n  w o u l d  e x i s t  a n d  c o n c l u d e d  t h a t  i t  w as  p o s s i b l e  a t  ro o m

t e m p e r a t u r e  u n d e r  a  s u f f i c i e n t l y  h i g h  p r e s s u r e .

R e c e n t l y  R o a c h  a n d  B a y b u t t  ( l 9 7 o )  h a v e  sh o w n  t h a t  t h e  p r e s e n c e  o f

t h e  c o r e  e l e c t r o n s  i n  a l k a l i - m e t a l  s y s t e m s  i s  d i r e c t l y  r e s p o n s i b l e  

f o r  t h e  d e c r e a s e  i n  i o n i z a t i o n  p o t e n t i a l  ( T a b l e  ( V I I I . l )  )  o n  g o i n g  

f r o m  t h e  m onom er t o  d i m e r .  T h e r e  i s  a n  i n c r e a s e  f o r  t h e  c o r r e s p o n d i n g
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h y d r o g e n  s e r i e s .  M o r e o v e r ,  b o n d i n g  i n  a l k a l i - m e t a l  d i m e r s  i s  s u b 

s t a n t i a l l y  w e a k e r  t h a n  i n  t h e  h y d r o g e n  m o l e c u l e ,  a s  i n d i c a t e d  b y  t h e  

r e s u l t s  g i v e n  i n  T a b l e  ( V I I I . 2 ) ,

T he  o n l y  r e p o r t e d  i n v e s t i g a t i o n  o n  a l k a l i - t r i a t o m i c s  b y  P i c k u p  e t .  

a l .  C l o c ,  c i t .  )  s u g g e s t s  t h a t  t h e y ,  l i k e  t h e  c o r r e s p o n d i n g  h y d r o g e n  

s y s t e m ,  a r e  u n s t a b l e  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  d i m e r  p l u s  m onom er c o m p l e x .  

H o w e v e r ,  t h e i r  c l a s s i c a l  a c t i v a t i o n  e n e r g i e s  a r e  much s m a l l e r  t h a n  

t h a t  f o r  t h e  h y d r o g e n  s y s t e m :

^  -  -  O f  4 lc^ -

( V I I I . 3 )

(  T h e  r e s u l t s  f o r  s o d i u m  a n d  p o t a s s i u m  c l u s t e r s  a r e  d e d u c e d  f r o m  t h e  
d a t a  g i v e n  b y  P i c k u p  B ,  T ,  a n d  B y e r s  B row n W. ( 1 9 7 2 )  M o l .  P h y s ,  2 3 , 
1 1 8 9 .  D a t a  f o r  t h e  h y d r o g e n  s y s t e m  i s  t a k e n  f r o m  t h e  a r t i c l e  b y  
L i u  B ,  ( 1 9 7 3 ) J .  Chem . P h y s .  M ,  1 9 2 5 .  )

A l t h o u g h  t h e  a b o v e  r e s u l t s  o n  t h e  a l k a l i  s y s t e m s  c a n  o n l y  b e  a c c e p 

t e d  w i t h  som e r e s e r v a t i o n s  ( t h e  m o d e l  e m p l o y e d  w as  f o u n d  t o  f a i l  

w h e n  a p p l i e d  t o  l i t h i u m ,  r u b i d i u m  a n d  c a e s i u m  s y s t e m s  a n d ,  f u r t h e r m o r e ,  

n e g l e c t e d  a l l  p o l a r i z a t i o n  a n d  c o r r e l a t i o n  e f f e c t s  ) ,  t h e  a s s u m p t i o n ,  

m ade b y  L e c k e n b y  e t ,  a l .  ( 1 9 6 8 ) ,  t h a t  t h e  l a r g e  r e d u c t i o n  i n  t h e  i o n i 

z a t i o n  p o t e n t i a l  o f  t h e  t r i m e r  i m p l i e s  a  f a i r l y  s t r o n g  b o n d  b e t w e e n  

t h e  m onom er a n d  d i m e r  a p p e a r s  t o  b e  s o m e w h a t  i n a c c u r a t e .  T h i s  c a n  b e  

s e e n  q u i t e  c l e a r l y  b y  c o n s i d e r i n g  t h e  f o l l o w i n g  e q u a t i o n :

o r

....................( V I I I . 4 )

I n  t h i s  e q u a t i o n ,  t h e  b r a c k e t e d  e x p r e s s i o n s  r e s p e c t i v e l y  m e a s u r e  t h e  

b o n d  e n e r g i e s  o f  t h e  s y s t e m s  M-Mg (  e q u a t i o n  ( V I I I , 3 ) ) a n d  

( l i n e a r  s y m m e t r i c  c o n f i g u r a t i o n  ) .  T he b o n d  e n e r g i e s  f o r  t h e  l a t t e r
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a r o  g i v e n  b y

(  A ^  f  A ^ y )  )  -  f S ' S  4 z£ ^ .

1 ^ T A ^ K i  +  ^ ' )  -  ^ 7 c b . L ^ )  =  77- 2

................... ( V I I I , 5 )

(  D a t a  f o r  h y d r o g e n  i s  d e d u c e d  f r o m  t h e  a r t i c l e  b y  P o s h u s t a  R ,  D. a n d
Z e t i k  D. Fo (  1973) J .  C hem . P h y s .  1 1 8 .  )

T l i u s , i t  i s  s e e n  f r o m  e q u a t i o n  ( V I I I . 4 ) t h a t  t h e  d i f f e r e n c e  i n  t h e

i o n i z a t i o n  p o t e n t i a l s  o f  t h e  d i m e r  a n d  t r i m e r  c a n n o t  b e  u s e d  t o  m ake 

a n y  d e f i n i t e  s t a t e m e n t  a b o u t  t h e  s t r e n g t h  o f  t h e  M-M2  b o n d  w i t h o u t  

p r i o r  k n o w l e d g e  o f  t h e  M-M^ s y s t e m .

As a  r e s u l t  o f  t h e  e x p e r i m e n t a l  a n d  t h e o r e t i c a l  i n v e s t i g a t i o n s  p e r 

f o r m e d  t h u s  f a r  o n  c l u s t e r s  o f  u n i v a l e n t  a t o m s ,  i t  may b e  c o n c l u d e d  

t h a t

1 .  t h e  e l e c t r o n s  o f  t h e  h y d r o g e n  s y s t e m s  move i n  l o w e r  p o t e n t i a l  

f i e l d s ,  d u e  t o  t h e  a b s e n c e  o f  a n y  c o r e  e l e c t r o n s ,  t h a n  t h o s e  o f  t h e  

c o r r e s p o n d i n g  m e t a l  s y s t e m s .  T h i s  i s  c o n s i s t e n t  w i t h  t h e  r e s u l t s  

o f  e q u a t i o n  ( V I I I . 5 )  a n d  T a b l e  ( V I I I . 2 ) .

2 .  T he  c l a s s i c a l  a c t i v a t i o n  e n e r g y  f o r  t h e  m o n o m e r - d i m e r - t r i m e r  com

p l e x  i s  m uch s m a l l e r  f o r  t h e  a l k a l i  t h a n  f o r  t h e  h y d r o g e n  s y s t e m s

( E q u a t i o n  ( V I I I . 3 )  ) .  A l s o ,  p r o g r e s s i o n  f r o m  t h e  d i m e r  t o  t h e  t r i 

m e r  i s  a c c o m p a n i e d  b y  a  r e d u c t i o n  i n  i o n i z a t i o n  p o t e n t i a l  o w i n g  t o  

t h e  b u i l d - u p  o f  c h a r g e  i n  t h e  a n t i b i n d i n g  r e g i o n s  ( F i g u r e  ( V I I I . l )  ) 

o f  t h e  s t r u c t u r e  ( T a b l e  ( V I I I . l )  ) ;  t h i s  c h a n g e  a p p e a r s  t o  b e  g r e a t e s t  

f o r  t h e  h y d r o g e n  s e r i e s .  T he  l o w e r  b i n d i n g  e n e r g y  p e r  a t o m  o f  t h e  t r i 

m e r  i s  a l s o  d u e  p r i m a r i l y  t o  t h e  i n s t a b i l i t y  o f  t h e  h i g h e s t  o c c u p i e d  

o r b i t a l .

T h u s  f a r ,  t h e  p r e s e n c e  o f  t h e  c o r e  e l e c t r o n s  h a s  b e e n  sh o w n  t o  b e  

t h e  m a in  c a u s e  o f  t h e  d e c r e a s e d  s t a b i l i t y  o f  t h e  v a l e n c e  s t a t e s  o f  t h e  

a l k a l i - m e t a l  m onom er a n d  d i m e r  r e l a t i v e  t o  t h o s e  f o r  h y d r o g e n .  T h e i r  

p r e s e n c e  a l s o  a p p e a r s  t o  i n d i r e c t l y  r e d u c e  t h e  d e s t a b i l i z i n g  e f f e c t  o f
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t h e  a n t i b o n d i n g  o r b i t a l  m e n t i o n e d  i n  t h e  p r e v i o u s  p a r a g r a p h ,  th e r e b y -  

a c c o u n t i n g  f o r  t h e  s m a l l e r  r e d u c t i o n s  i n  i o n i z a t i o n  p o t e n t i a l s  f o r ,  

a n d  t h e  s m a l l e r  a c t i v a t i o n  e n e r g i e s  o f ,  t h e  m e t a l  s y s t e m s .

As sh o w n  i n  F i g u r e  ( V I I I . 2 ) ,  t h e  s i z e  a n d  s p a t i a l  v a r i a t i o n  o f  t h e  

n u c l e a r  (  o r  c o r e  ) p o t e n t i a l  f i e l d  a r e  g r e a t e s t  i n  t h e  r e g i o n s  n e a r  

t h e  n u c l e i .  I n  t h e  i n t e r a t o m i c  r e g i o n s  o f  a n  a g g r e g a t e ,  t h e i r  m a g n i 

t u d e s  w i l l  d e p e n d  o n  t h e  a t o m i c  s e p a r a t i o n s  b u t  a r e  g e n e r a l l y  s m a l l e r  

t h a n  i n  t h e  c o r e  r e g i o n s .  I n  t h i s  c o n n e c t i o n ,  a  m a j o r  d i f f e r e n c e  b e 

t w e e n  h y d r o g e n  a n d  o t h e r  u n i v a l e n t  a to m s  i s  i m m e d i a t e l y  a p p a r e n t .

T he p r e s e n c e  o f  t h e  c o r e  e l e c t r o n s  f o r c e s  t h e  v a l e n c e  c h a r g e  t o  b e  

p r e d o m i n a n t l y  i n  r e g i o n s  w h e r e  t h e  p o t e n t i a l  e n e r g y  i s  lo w  ( i n  a b s o 

l u t e  v a l u e  )  a n d  s l o w l y  v a r y i n g .  T h i s  e x c l u s i o n  e f f e c t  a r i s e s  o n  a c 

c o u n t  o f  t h e  P a u l i  e x c l u s i o n  p r i n c i p l e  a n d  i s  e v i d e n c e d  b y  t h e  o c c u r 

r e n c e  o f  l a r g e  p o t e n t i a l  b a r r i e r s  i n  F i g u r e  ( V I I I . 2 ) ,  C o n s e q u e n t l y ,  

t h e  s e p a r a t i o n  i n  o r b i t a l  e n e r g y  o f  tw o  s t a t e s  w h i c h  d i f f e r  m a i n l y  i n  

t h e i r  c h a r g e  d i s t r i b u t i o n s  w i l l  b e  much s m a l l e r  f o r  t h e  a l k a l i - m e t a l s  

t h a n  f o r  h y d r o g e n .

T h e s e  c o n s i d e r a t i o n s ,  b e s i d e s  p r o v i d i n g  som e p h y s i c a l  u n d e r s t a n d i n g  

o f  t h e  a b o v e m e n t i o n e d  r e s u l t s  o f  q u a n t i t a t i v e  a n a l y s i s  o n  t r i m e r  s y s 

t e m s ,  a l s o  e x p l a i n s  t h e  a b i l i t y  o f  a l k a l i  a to m s  t o  f o r m  l a t t i c e  s t r u c 

t u r e s  w h e r e a s  h y d r o g e n  f o r m s  a  m o l e c u l a r  s o l i d .  The r a t h e r  s t r o n g l y  

l o c a l i z e d  n a t u r e  o f  t h e  o c c u p i e d  s t a t e s  a n d  t h e  v e r y  l a r g e  e n e r g y  g a p  

b e t w e e n  t h e s e  a n d  t h e  m o re  d e l o c a l i z e d ,  e x c i t e d  s t a t e s  i n d i c a t e  t h a t ,  

u n d e r  n o r m a l  c o n d i t i o n s ,  a  m o l e c u l a r  s o l i d  c o m p o s e d  o f  h y d r o g e n  a to m s  

w i l l  b e  a n  i n s u l a t o r .  A d e c r e a s e  i n  t h e  s i z e  a n d  s p a t i a l  v a r i a t i o n  

o f  t h e  i n t e r a t o m i c  p o t e n t i a l  f i e l d  b y  a p p l i c a t i o n  o f  a n  e x t e r n a l  p r e s 

s u r e  w i l l  r e s u l t  i n  a  r a p i d  d e c r e a s e  i n  o r b i t a l - e n e r g y  s e p a r a t i o n  a n d  

a  m o v em en t  t o w a r d s  a  m e t a l l i c  f o r m  o f  h y d r o g e n ,  a s  d i s c u s s e d  b y  W i g n e r  

a n d  H u n t i n g t o n  ( l o c .  c i t .  ) .

T he
a b o v e  i n t e r p r e t a t i o n  o f  t h e  m e t a l l i c  b o n d  may b e  c o m p a r e d  w i t h  

t h e  u n s y n c h r o n i z e d  i o n i c - c o v a l e n t  r e s o n a n c e  c o n c e p t  u s e d  b y  P a u l i n g  

< 1 9 6 0 )  a n d  S l a t e r  ( l 9 5 l ) .
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E l e c t r o n i c  E n o r g y  L e v e l s .

I n  t h e  M o l e c u l a r  O r b i t a l  f o r m a l i s m ,  some i n d i c a t i o n  c o n c e r n i n g  t h e  

c h e m i c a l  b e h a v i o u r  w h i c h  w i l l  b e  e x h i b i t e d  b y  a  c l u s t e r  o f  g i v e n  s i z e  

a n d  i s o m e r i c  f o r m  may b e  o b t a i n e d  f r o m  a n  a n a l y s i s  o f  t h e  m o l e c u l a r  

o r b i t a l s  a n d  a s s o c i a t e d  e n e r g y  l e v e l s  o f  t h e  s y s t e m .  E x p e r i e n c e  

g a i n e d  f r o m  q u i t e  e x h a u s t i v e  i n v e s t i g a t i o n s  p e r f o r m e d  o n  a t o m i c ,  mo

l e c u l a r  a n d  s o l i d  b u l k  s y s t e m s  f u r t h e r  s u g g e s t s  t h a t  t h i s  b e h a v i o u r  

w i l l  b e  g o v e r n e d  m a i n l y  b y  t h e  p r o p e r t i e s  o f  t h e  h i g h e s t  o c c u p i e d  a n d  

l o w e s t  u n o c c u p i e d  o r b i t a l s .  T he  f o l l o w i n g  i s  a  b r i e f  d i s c u s s i o n  o f  

som e o f  t h e  i m p o r t a n t  c h e m i c a l  p r o p e r t i e s  o f  t h e  s m a l l  c l u s t e r s  s t u d 

i e d  e a r l i e r .

By t r a c i n g  t h e  c h a n g i n g  p r o p e r t i e s  o f  t h e  h i g h e s t  o c c u p i e d  o r b i t a l  

a s  t h e  s i z e  o f  t h e  c l u s t e r  i n c r e a s e s ,  i t  i s  p o s s i b l e  t o  d e t e r m i n e  

q u a l i t a t i v e l y  t h e  v a r i a t i o n  o f  t h e  F e r m i  l e v e l  a n d  i o n i z a t i o n  p o t e n 

t i a l  w i t h  c l u s t e r  s i z e .  T h i s  i s  sh o w n  s c h e m a t i c a l l y  i n  F i g u r e  ( V l l l . g )  

b e l o w  f o r  l i n e a r  s t r u c t u r e s .

3ov\LzjoJ:\^y\

CVllU  3  )

S L ze , o f 
CLosbir.

T h e  s c h e m a t i c  r e p r e s e n t a t i o n s ,  sh o w n  i n  F i g u r e ,  ( V I I I , 4 ) » o f  t h e  

c h a r g e  d i s t r i b u t i o n  i n  e a c h  o f  t h e  o c c u p i e d  o r b i t a l  s t a t e s  f o r  l i n 

e a r  c h a i n s  o f  N - a to m  c l u s t e r s  (  2 < N < 9 )  f o r m s  t h e  b a s i s  f o r  t h e  

a r g u m e n t s  u s e d  i n  d e r i v i n g  t h e  a b o v e  v a r i a t i o n .  I t  i s  a s s u m e d  t h a t  

t h e  e n e r g y  l e v e l  s c h e m e  i s  (  s e e  C h a p t e r  V I I  ) :
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As sh o w n  a b o v e ,  q u a l i t a t i v e  a n a l y s i s  i n d i c a t e s  a  d e c r e a s i n g  t r e n d  i n  

i o n i z a t i o n  p o t e n t i a l  w i t h  c l u s t e r  s i z e ;  t h i s  r e s u l t s  f r o m  t h e  o c c u 

p a n c y  o f  i n c r e a s i n g l y  l e s s  s t a b l e  o r b i t a l  s t a t e s .  S u p e r i m p o s e d  u p o n  

t h i s  t r e n d  i s  a n  o s c i l l a t o r y  v a r i a t i o n ,  d e p e n d i n g  u p o n  w h e t h e r  t h e

c l u s t e r s  c o n s i s t  o f  e v e n  o r  o d d  n u m b e r s  o f  a t o m s .  T he f o r m e r  s y s t e m s

t e n d  t o  h a v e  h i g h e r  i o n i z a t i o n  p o t e n t i a l s  b e c a u s e  o f  t h e  r e l a t i v e l y  

s m o o t h e r  s p a t i a l  v a r i a t i o n  ( l o w e r  k i n e t i c  e n e r g y  ) o f  t h e i r  h i g h e s t  

o c c u p i e d  o r b i t a l s .

As t h e  s i z e  o f  t h e  c l u s t e r  i n c r e a s e s ,  h o w e v e r ,  i t  i s  e x p e c t e d  t h a t

t h i s  o s c i l l a t i o n  w i l l  b eco m e  l e s s  p r o n o u n c e d  a n d  t h a t  t h e  i o n i z a t i o n

p o t e n t i a l  w i l l  t e n d  t o  som e f i x e d  l i m i t i n g  v a l u e  c o i n c i d i n g  w i t h  t h a t  

f o r  t h e  p o l y g o n a l  i s o m e r s .  The f o l l o w i n g  a r g u m e n t  a p p e a r s  t o  j u s t i f y  

s u c h  e x p e c t a t i o n s .

F o r  v e r y  l o n g  l i n e a r  c l u s t e r s ,  e l e c t r o n s  i n  t h e  h i g h e s t  o c c u p i e d  o r  

' l o w e s t  u n o c c u p i e d  ' o r b i t a l s  c a n  b e  sh o w n  t o  h a v e  s m a l l  p r o b a b i l i 

t i e s  o f  b e i n g  n e a r  e i t h e r  e n d  o f  t h e  c h a i n .  S i m u l t a n e o u s l y ,  t h o s e  

a t o m s  w h i c h  a r e  w e l l  aw ay  f r o m  t h e  e n d s  b eco m e  s p a t i a l l y  i d e n t i c a l .  

T h u s ,  i t  a p p e a r s  t h a t  t h e  i m p o s i t i o n  o f  c y c l i c  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  

w i l l  n o t  s e r i o u s l y  a f f e c t  t h e  m a in  p r o p e r t i e s  o f  s u c h  c h a i n s  ( c f .  

B o r n - V o n  K arm an  t r e a t m e n t  o f  p e r f e c t  s o l i d s  ) ,  U n d e r  s u c h  c o n d i t i o n s ,  

t h e  l i n e a r  c h a i n  may b e  c o n s i d e r e d  a s  p a r t  o f  a  l a r g e r  a g g r e g a t e  h a v 

i n g  a  p o l y g o n a l  s t r u c t u r e .

As sh o w n  b y  S l a t e r  ( 1 9 6 3 ) ,  t h e  s p r e a d  i n  e n e r g y  o f  t h e  m o l e c u l a r  

o r b i t a l s  f o r  s u c h  a  s y s t e m  i s  i n d e p e n d e n t  o f  t h e  s i z e  o f  t h e  c l u s 

t e r ;  i n  t h e  M o l e c u l a r  O r b i t a l  f o r m a l i s m ,  i t  d e p e n d s  o n l y  u p o n  t h e  

a m o u n t  o f  o v e r l a p p i n g  o f  t h e  a t o m i c  o r b i t a l s  c e n t r e d  o n  t h e  a to m s  

c o n s t i t u t i n g  t h e  r i n g .  W i t h  i n c r e a s i n g  c l u s t e r  s i z e ,  t h e  a n g l e s  o f

t h e  p o l y g o n  w i l l  a p p r o a c h  ISO d e g r e e s  a n d ,  p r o v i d e d  t h a t  t h e  i n t e r 

a t o m i c  s e p a r a t i o n  r e m a i n s  f i x e d ,  t h e  s p r e a d  i n  o r b i t a l  e n e r g i e s  w i l l

r e m a i n  u n c h a n g e d .  T h e r e  w i l l  t h e r e f o r e  b e  a  g r a d u a l  d e c r e a s e  i n  t h e

e n e r g y  d i f f e r e n c e s  b e t w e e n  o r b i t a l  s t a t e s .  I n  p a r t i c u l a r ,  t h e r e  i s

a  d e c r e a s e  i n  t h e  e n e r g y  o f  s e p a r a t i o n  b e t w e e n  t h e  h i g h e s t  o c c u p i e d
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a n d  l o w e s t  u n o c c u p i e d  m o l e c u l a r  s t a t e s .  The e n e r g y  o f  t h e  h i g h e s t  

o c c u p i e d  o r b i t a l  s t a t e  w i l l  a l s o  a p p r o a c h  a  d e f i n i t e  l i m i t .

T h i s  d i s c u s s i o n  s o  f a r  h a s  b e e n  c o n c e r n e d  w i t h  l i n e a r  c h a i n s  f o r  

N - a to m  c l u s t e r s .  F o r  t h e  c o r r e s p o n d i n g  t h r e e - d i m e n s i o n a l  s t r u c t u r e s ,  

i t  i s  e x p e c t e d  t h a t  t h e  s p r e a d  i n  o r b i t a l  e n e r g i e s  w i l l  b e  l a r g e r  

t h a n  f o r  t h e  l i n e a r  o r  p o l y g o n a l  i s o m e r s ;  t h e  b o n d i n g  o r b i t a l s  w i l l  

h a v e  l o w e r  e n e r g i e s  m a i n l y  b e c a u s e  o f  t h e  l o w e r  p o t e n t i a l  f i e l d s  due  

t o  t h e  DK)re s y m m e t r i c a l  n u c l e a r  f r a m e w o r k s ,  w h e r e a s  t h e  a n t i b o n d i n g  

s t a t e s  w i l l  b e  l e s s  s t a b l e  m a i n l y  b e c a u s e  o f  t h e i r  h i g h e r  k i n e t i c  e n 

e r g i e s ,  A l s o ,  a s  t h e  s i z e  o f  t h e  a g g l o m e r a t e  b e c o m e s  v e r y  l a r g o ,  t h e  

w i d t h  o f  t h e  e n e r g y  l e v e l  s p e c t r u m  i s  e x p e c t e d  t o  t e n d  t o  som e f i x e d  

v a l u e  w h i c h  d e p e n d s  s o l e l y  u p o n  t h e  p a r t i c u l a r  s t a b l e  c o n f i g u r a t i o n .  

T h e  e n e r g y  o f  t h e  h i g h e s t  o c c u p i e d  o r b i t a l  f o r  t h r e e - d i m e n s i o n a l  s y s 

te m s  w i l l  d e p e n d  v e r y  s e n s i t i v e l y  u p o n  t h e  s y m m e t r y  o f  t h e  s t r u c t u r e .  

T h u s ,  b e s i d e s  p r o v i d i n g  r e g i o n s  o f  lo w  p o t e n t i a l  e n e r g y  a s  m e n t i o n e d  

a b o v e ,  h i g h l y  s y m m e t r i c a l  s t r u c t u r e s  w i l l  p e r m i t  l a r g e r  n u m b e r s  o f  

t h e  e l e c t r o n s  o f  t h e  s y s t e m  t o  o c c u p y  lo w  e n e r g y  s t a t e s  b e c a u s e  o f  

d e g e n e r a c y .  T he v a r i a t i o n  o f  i o n i z a t i o n  p o t e n t i a l  w i t h  c l u s t e r  s i z e  

w i l l ,  t h e r e f o r e ,  b e  m uch  m o re  e r r a t i c  f o r  t h e s e  i s o m e r s  t h a n  f o r  t h e  

l i n e a r  o n e s .  F u r t h e r m o r e ,  i t s  v a l u e  i s  e x p e c t e d  t o  b e  i n  g e n e r a l  

s m a l l e r ,  a n d  t o  c o n v e r g e  t o  a  s m a l l e r  l i m i t i n g  v a l u e ,  t h a n  t h a t  f o r  

t h e  c o r r e s p o n d i n g  l i n e a r  a n d  p o l y g o n a l  f o r m s ,



182

REFERENCES.

1 , )  C l i n t o n  W. L .  a n d  R i c e  B . (  1959)  J ,  Chem , P h y s ,  3 0 , 5 4 2 ,

2 , )  Deb D, M, ( 1973> R e v .  Mod, P h y s ,  4 5 , 2 2 ,

3 , )  F eynm an  R, P ,  ( 1 9 3 9 ) P h y s ,  R e v ,  3 4 0 ,

4 , )  G im a rc  B , M, ( 1 9 7 0 )  J ,  Chem , P h y s ,  I 6 2 3 ,

5 , )  H e l l m a n n  H , . ( 1 9 3 7 )  E i n f u h r u n g  i n  d i e  Q u a n t e n c h e m i e , S e c s ,  1 - 2 ,

F r a n z  D e u t i c k e ,  L e i p z i g ,

6 , )  L e c k e n b y  R , E ,  a n d  R o b b i n s  E .  J .  ( 1 9 6 8 )  J ,  P h y s ,  B_[, 4 4 1,

7 , )  L i u  B ,  ( 1 9 7 3 ) J ,  Chem , P h y s ,  1 9 2 5 ,

8 , )  P a u l i n g  L ,  ( i 9 6 0 )  T he  N a t u r e  O f T he C h e m i c a l  B o n d ,  C h a p ,  11 ,

3 r d ,  e d , ,  C o r n e l l  U n i v ,  P r e s s ,  N ,  Y o r k ,

9 , )  P i c k u p  B , T ,  a n d  B y e r s  B row n W, ( 1 9 7 2 )  M o l ,  P h y s ,  1 1 8 9 ,

1 0 , )  R o ach  A , C .  a n d  B a y b u t t  P ,  ( 1 0 7 0 )  C hem . P h y s ,  L e t t .  7 ,  7 ,

1 1 , )  S l a t e r  J ,  C ,  ( 1 9 3 9 ) I n t r o d u c t i o n  To C h e m i c a l  P h y s i c s ,

p p .  3 6 7 - 3 7 4 , M c G r a w - H i l l ,  N ,  Y o r k ,

1 2 , )  ( 1 9 5 1 )  Q u a n tu m  T h e o r y  O f M a t t e r ,  p p .  2 5 6 - 2 5 9 ,

M c G r a w - H i l l ,  N ,  Y o r k ,

1 3 , )  ( 1 9 6 3 ) Q u a n tu m  T h e o r y  O f M o l e c u l e s  A nd S o l i d s ,

V o l ,  1 , C h a p ,  9 ,  M c G r a w - H i l l ,  N ,  Y o r k ,

1 4 , )  W ig n e r  E ,  a n d  H u n t i n g t o n  H , B .  (  1 9 3 5 )  J ,  C hem , P h y s ,  7 6 4 ,



183

CHAPTER IX .

INTEGRAL EVALUATION.



184

I n  t h i s  a n d  t h e  f o l l o w i n g  c h a p t e r ,  som e o f  t h e  c o m p u t a t i o n a l  a n d  

p r a c t i c a l  a s p e c t s  o f  t h i s  r e s e a r c h  a r e  b r i e f l y  c o n s i d e r e d .  T h e  im 

p o r t a n c e  o f  s u c h  c o n s i d e r a t i o n s  n e e d  h a r d l y  b e  s t r e s s e d  f o r ,  a l t h o u g h  

i t  may b e  t h e o r e t i c a l l y  p o s s i b l e  t o  p e r f o r m  c o m p l e t e l y  r i g o r o u s  c a l 

c u l a t i o n s  o n  a n y  c o n c e i v a b l e  s y s t e m ,  d e f i n i t e  r e s t r i c t i o n s  a r e  p l a c e d  

u p o n  t h e  a c c u r a c y  o f  a n y  i n v e s t i g a t i o n  o f  t h i s  n a t u r e  b y  t h e  i n h e r e n t  

c o m p u t a t i o n a l  a n d  p r a c t i c a l  d i f f i c u l t i e s .  I n d e e d ,  t h i s  i s  t h e  r e a s o n  

f o r  c h o o s i n g  som e s i m p l i f i e d  m o d e l  p o s s e s s i n g ,  i t  i s  h o p e d ,  t h e  e s 

s e n t i a l  p h y s i c s  o f  t h e  i n f i n i t e l y  m ore  c o m p l i c a t e d  s y s t e m  i t  r e p r e 

s e n t s  ,

T h i s  c h a p t e r  i s  c o n c e r n e d  m a i n l y  w i t h  t h e  m e th o d  o f  c o m p u t a t i o n  o f  

t h e  v a r i o u s  i n t e g r a l s  r e q u i r e d .  T h e  p r a c t i c a l  a s p e c t  o f  t h e  p r o b l e m  

i s  c o n s i d e r e d  i n  t h e  f o l l o w i n g  c h a p t e r .

O n e - E l e c t r o n  I n t e g r a l s  .

T h e s e  a r e  t h e  O v e r l a p ,  K i n e t i c  a n d  P o t e n t i a l  E n e r g y  i n t e g r a l s  o v e r  

t h e  c h o s e n  s e t  o f  b a s i s  f u n c t i o n s .  T h e y  a r e  d e f i n e d  b y  t h e  f o l l o w i n g  

e q u a t i o n s  :

< |A / , i  l v , j  > = J  ;  O v e r l a p

j A , , i  J V] ) ( ÿ ( ^ , ) 4 x ; K i n e t i c  E n e r g y

i d

l ^ . i  l ( %  )  1 ^  . j  > = J “ ^

and 

<
X

P o t e n t i a l  E n e r g y

( I X . 1)

w h e r e

h-
i s  a  S l a t e r  o r b i t a l  ( C h a p t e r  VI ) s p e c i f i e d  b y  t h e  

i n d e x ,  i  , c e n t r e d  o n  t h e  p o i n t ,  ^  ;  

i s  t h e  p o t e n t i a l  a t  a n y  p o i n t  d u e  t o  t h e  c o r e  e l e c 

t r o n s  a n d  n u c l e a r  c h a r g e  o n  t h e  c e n t r e  a t  t h e  p o i n t ,  X ;
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a n d  ^  d e n o t e s  a  s u m m a t i o n  o v e r  a l l  t h e  c e n t r e s  o f  t h e  m o l -
X

e c u l a r  c o n f i g u r a t i o n .

An a p p r o x i m a t e  e x p r e s s i o n  f o r  i s  d e r i v e d  i n  e q u a t i o n s

( I X .  17)  a n d  ( I X . 2 0 )  o f  t h i s  c h a p t e r .

T h e  p a r t i c u l a r  m e th o d  u s e d  f o r  t h e  e v a l u a t i o n  o f  t h e  a b o v e  i n t e 

g r a l s  d e p e n d e d  u p o n  t h e  n u m b e r  o f  c e n t r e s  i n v o l v e d j  t h a t  i s ,  u p o n  

t h e  p o s i t i o n s  o f  t h e  p o i n t s  ^  a n d  X , I n  p a r t i c u l a r ,  a l l

t h e  O v e r l a p ,  K i n e t i c  a n d  P o t e n t i a l  i n t e g r a l s  i n v o l v i n g  o n e  c e n t r e  

o n l y  w e r e  e v a l u a t e d  u s i n g  t h e  f o l l o w i n g  a n a l y t i c a l  e x p r e s s i o n s ;

< | A / , i  l | A A , j > =  ^  S  (^"Vwl^ y

< fA .. i  J ÿ

<f .̂i I C > = Scsc,^) Cb(^)

( I X . 2 )

-x/Kw h e r e  e a c h  S l a t e r  o r b i t a l ,  , i s  s p e c i f i e d  b y  t h e  p a r a m e t e r s

n ^  , 1^  , Im^l , o(j, a n d  s ^  (  e q u a t i o n  ( V I . 2 2 )  ) .

T h e  q u a n t i t i e s  S_j^ , T ^  a n d  ( ^ )  a r e  d e f i n e d  b y  t h e  e q u a 

t i o n s  ;

^  C r )  ^  j

-X-

w h e r e

-+ Z

C Z —  ̂ ^  O -  ) f  J

................... ( I X . 3 )

i s  t h e  n u c l e a r  c h a r g e  o n  c e n t r e ,  2f ;  i s  t h e  o c c u p a t i o n

n u m b e r  o f  t h e  i - t h  c o r e  s h e l l  o n  t h e  c e n t r e ,  x> , a n d  % .r d e -
-Ô

n o t e s  s u m m a t i o n  o v e r  t h e  c o r e  s h e l l s  o n  t h e  c e n t r e ,  ^  ( s e e  s e c t i o n  

a t  t h e  e n d  o f  c h a p t e r  ) ,

E x p r e s s i o n s  f o r  S ^ '  a n d  T ^  a r e  g i v e n  i n  t h e  a r t i c l e  b y  R o o t h -  

a a n  a n d  B a g u s  ( 1 9 6 3 ) ,  S i m i l a r  a n a l y s i s  g i v e s
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Y" ■) ( ^ - A z/ ^ tv̂ )  K x / j

f  ^ 0  ' ^  ^

w h e r e  \ ^ ( x )  =  i /   ̂ ;  z ^  i s  t h e  n e t  c h a r g e  o f  t h e  c o r e  e l e c 

t r o n s  a n d  n u c l e a r  c h a r g e  o n  t h e  c e n t r e  a t  t h e  p o i n t ,  ^  •

A l l  t h e  o t h e r  m a n y - c e n t r e  i n t e g r a l s  w e r e  e v a l u a t e d  n u m e r i c a l l y  b y  

G a u s s - L e g e n d r e  o r  G a u s s - L a g u e r r e  q u a d r a t u r e .  T h e  K i n e t i c  E n e r g y  

i n t e g r a l s  w e r e  d e t e r m i n e d  i n d i r e c t l y  b y  r e l a t i n g  th e m  t o  c e r t a i n  

O v e r l a p  i n t e g r a l s .  T h u s ,  f o l l o w i n g  H a r r i s  a n d  M i c h e l s  ( 1 9 6 7 ) ,

^  I ( - y  ; 7  » V '  ^  ^ "

- 0 . 5 ( n ^ * ( n j  -  1) -  1̂  ( 1 ^ + 1 ) )  < ^ ;  , p̂ «: I ^  j (ny" -  2 ) , i y ,  >

- 0 . 5

................... ( I X . 4 )

T h e  c o o r d i n a t e  s y s t e m  u s e d  i n  d e t e r m i n i n g  t h e  m a n y - c e n t r e d  i n t e 

g r a l s  d e p e n d e d  u p o n  w h e t h e r  t h e  p o i n t s ,  ^  a n d  J* , t h e  o r i g i n s  o f  

t h e  b a s i s  f u n c t i o n s ,  c o i n c i d e d  o r  n o t .  I n  t h e  f o r m e r  c a s e ,  t h e  many- 

c e n t r e d  P o t e n t i a l  E n e r g y  i n t e g r a l s  w e r e  e v a l u a t e d  u s i n g  s p h e r i c a l  

p o l a r  c o o r d i n a t e s * ,  d e f i n e d  r e l a t i v e  t o  t h e  s y s t e m  o f  c a r t e s i a n  a x e s  

a t  t h e  common o r b i t a l  c e n t r e ,

When t h e  p o i n t s ,  a n d  >» , w e r e  d i s t i n c t ,  a l l  t h e  O v e r l a p  a n d

P o t e n t i a l  E n e r g y  i n t e g r a l s  w e r e  c o m p u te d  u s i n g  e l l i p s o i d a l  c o o r d i n 

a t e s ,  T h i s  s y s t e m  w as d e f i n e d  w i t h  t h e  p o i n t s ,  a n d  ^  , a s  f o c i

a n d  w i t h  t h e  s e t  o f  c a r t e s i a n  a x e s  a t  e a c h  f o c u s  b e i n g  m u t u a l l y  p a r a 

l l e l ,  a s  i n  t h e  d i a g r a m  b e l o w . Î
T h i s  c o o r d i n a t e  s y s t e m  w as  c h o s e n  i n  p r e f e r e n c e  t o  a n  e l l i p s o i d a l  

o n e  i n  o r d e r  t o  a v o i d  t h e  p r o b l e m  o f  r e d e f i n i n g  t h e  a x e s  f o r  e a c h  
p o i n t ,  X  ( e q u a t i o n  ( I X , 1) ) ,  a s  w o u ld  h a v e  b e e n  n e c e s s a r y  i f  t h e  
l a t t e r  s y s t e m  h a d  b e e n  u s e d .
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I t  w as  i m p l i c i t l y  a s s u m e d  t h a t  e a c h  o f  t h e  l o c a l  c a r t e s i a n  c o o r d i 

n a t e  s y s t e m s ,  f o r  e x a m p l e ,  t h e  s y s t e m  ( ) a t  t h e  p o i n t ,

, w as  o r i g i n a l l y  c h o s e n  t o  bo  p a r a l l e l  t o  t h a t  (  t h e  g l o b a l  

c a r t e s i a n  c o o r d i n a t e  s y s t e m  ) i n  w h i c h  t h e  m o l e c u l a r  c o n f i g u r a t i o n  

w as  d e f i n e d .  I n  g e n e r a l ,  t h e r e f o r e ,  i t  w as  n e c e s s a r y  t o  r o t a t e  e a c h  

o f  t h e  l o c a l  s y s t e m s  a t  Ja , a n d  t o  o b t a i n  t h e  s i t u a t i o n  d e p i c t e d  

i n  t h e  a b o v e  d i a g r a m .

T w o - E l e c t r o n  I n t e g r a l s .

T h e s e  a r e  d e f i n e d  m o s t  g e n e r a l l y  b y  t h e  e q u a t i o n

< i j  I k l  > =  I J  C ^ t )  ^
................... ( I X , 5 )

T h e  a b o v e  i n t e g r a l s  may b e  d i v i d e d  i n t o  tw o  b r o a d  c a t e g o r i e s :

1 . )  o n e - c e n t r e ,  a n d

2 . )  m a n y - c e n t r e  t w o - e l e c t r o n  i n t e g r a l s .

E a c h  c a t e g o r y  o f  i n t e g r a l s  w as  e v a l u a t e d  d i f f e r e n t l y ,  a s  e x p l a i n e d  

b e l o w .

1 , )  O n e - C e n t r e  I n t e g r a l s .

T h e s e  w e r e  c o m p u t e d  d i r e c t l y  o v e r  S l a t e r  o r b i t a l s  u s i n g  t h e  a n a 

l y t i c a l  e x p r e s s i o n :

< i j  I k l  > = 2 !  ^  j  ' 4 , ' ^  )
f= o

X  [  1 ^ 1 , S J )

+  I n c l ^ S c )  ]
• • * . # * * . ( IX * 6 )

w i t h



188

w h e r e  P ( l , 2 )  p e r m u t e s  t h e  s u b s c r i p t s ,  1 a n d  2 ;

/ ( p - f f i y !  ( m i ) i - r - t s n !
i i f i - I p )  I ( l i M y ' .  c T-f t s / } !

X C p .) J j  F ^ c ^ )  ^

CpiF'^iySj =  1Î ' ]d ‘I'f ,
—/

a n d  y - (  'S'y ^  ^  1 ^  ^  i ' ^ l  f  ^ 1 '* ^ ! f

i f  S  ^  0 ,  1 -2/ r e s p e c t i v e l y  ( C h a p t e r  VI ) .

................... ( I X . 7 )

R ^ ( i j k l )  w as  d e t e r m i n e d  u s i n g  t h e  f o r m u l a  o f  R o o t h a a n  a n d  B a g u s  

( l o c ,  c i t ,  ) a n d  ^ ^ ( l , m j  r , s )  b y  t h e  m e t h o d  q u o t e d  b y  S l a t e r  

( 1 9 6 0 ) .

2 . )  M a n y - C e n t r e  I n t e g r a l s .

A l t h o u g h  S l a t e r  t y p e  o r b i t a l s  h a v e  b eco m e  t h e  n a t u r a l  b a s i s  f u n c 

t i o n s  f o r  u s e  i n  m o l e c u l a r  c a l c u l a t i o n s ,  c o n s i d e r a b l e  d i f f i c u l t y  

o c c u r s  i n  t h e  e v a l u a t i o n  o f  t h e  g e n e r a l  m a n y - c e n t r e  i n t e g r a l s  m e t  

d u r i n g  t h e  i n v e s t i g a t i o n  o f  p o l y a t o m i c  s y s t e m s .  B oys  ( 1 9 5 0 )  h a s  

p o i n t e d  o u t  t h e  c o n s i d e r a b l e  s i m p l i f i c a t i o n  w h i c h  c a n  b e  m ade i f  

s u c h  i n t e g r a l s  w e r e  e v a l u a t e d  i n s t e a d  o v e r  a  c e r t a i n  c l a s s  o f  G a u s 

s i a n  f u n c t i o n s .  T h e  a b o v e  s i m p l i f i c a t i o n  a r i s e s  m a i n l y  b e c a u s e  t h e  

p r o d u c t  o f  a n y  tw o  o f  t h e s e  G a u s s i a n  o r b i t a l s  c e n t r e d  u p o n  d i s t i n c t  

p o i n t s  c a n  b e  e x p r e s s e d  a s  a  t h i r d  G a u s s i a n  c e n t r e d  u p o n  a  t h i r d  

p o i n t  ( T a k e t a  e t .  a l .  ( 1 9 6 6 )  ) .

H o w e v e r ,  i n  t h e  d e s c r i p t i o n  o f  m o l e c u l e s ,  a  G a u s s i a n  f u n c t i o n  h a s  

tw o  s e r i o u s  d e f e c t s  a s  c o m p a r e d  t o  a  S l a t e r  o r b i t a l .  T h e s e  a r e

1 . )  f a i l u r e  t o  d e s c r i b e  t h e  e l e c t r o n  d e n s i t y  a t  t h e  n u c l e u s  u p o n  

w h i c h  i t  i s  c e n t r e d ;  a n d

2 . )  f a i l u r e  t o  d e s c r i b e  t h e  e l e c t r o n  d e n s i t y  a t  l a r g e  d i s t a n c e s  

f r o m  i t s  ' p a r e n t  ' n u c l e u s .

I n  m o l e c u l a r  c a l c u l a t i o n s ,  t h e  a b o v e  i n a d e q u a c i e s  o f  t h e  G a u s s i a n
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f u n c t i o n s  h a v e  b o o n  o v e r c o m e  i n  o n e  o f  tw o  w a y s ;

l o )  A b a s i s  s e t  c o n s i s t i n g  o f  a  v e r y  l a r g e  n u m b e r  o f  G a u s s i a n  o r b i 

t a l s  w i t h  v e r y  l a r g e  a n d  v e r y  s m a l l  e x p o n e n t s  w as  u s e d .  T h i s  h a d  

t h e  d i s a d v a n t a g e  t h a t ,  a l t h o u g h  i t  w as r e l a t i v e l y  s i m p l e  t o  e v a l u a t e  

a l l  t h e  n e c e s s a r y  i n t e g r a l s ,  t h e  n u m b e r  o f  u n i q u e  i n t e g r a l s  w as  

g r e a t l y  i n c r e a s e d .  I n  p a r t i c u l a r ,  t h e  n u m b e r  o f  t w o - e l e c t r o n  i n t e 

g r a l s  t o  b e  p r o c e s s e d  i n  e a c h  c y c l e  o f  t h e  s e l f - c o n s i s t e n t  f i e l d  

p r o c e d u r e  ( C h a p t e r s  IV  a n d  X ) w as  v e r y  l a r g e .

2 . )  A b a s i s  s e t  c o n s i s t i n g  o f  a  n u m b e r  o f  ’ c o n t r a c t e d  '  f u n c t i o n s ,  

d e f i n e d  a s  l i n e a r  c o m b i n a t i o n s  o f  G a u s s i a n  o r b i t a l s ,  w as  u s e d .

E a c h  c o n t r a c t e d  f u n c t i o n  may b e  c h o s e n  t o  r e p r e s e n t  a s  c l o s e l y  a s  

p o s s i b l e  a  much m o re  p h y s i c a l l y  a p p e a l i n g  f u n c t i o n ;  f o r  e x a m p l e ,  

a  S l a t e r  t y p e  o r b i t a l .  I n  s u c h  a  c o n t r a c t e d  b a s i s  s e t ,  t h e  n u m b e r  

o f  b a s i s  f u n c t i o n s  i s  s m a l l e r  a n d  c o n s e q u e n t l y  t h e  n u m b e r  o f  i n t e 

g r a l s  w i l l  b e  f e w e r .  H o w e v e r ,  t h e  d i s a d v a n t a g e  o f  t h e  c o n t r a c t i o n  

m e th o d  i s  t h e  r e s u l t a n t  l o s s  i n  f l e x i b i l i t y  o f  t h e  b a s i s  s e t  s i n c e ,  

f o r  t h e  sam e n u m b e r  o f  G a u s s i a n  o r b i t a l s  a s  o r i g i n a l l y  e m p l o y e d ,  

t h e r e  a r e  now f e w e r  v a r i a t i o n a l l y  d e t e r m i n e d  c o e f f i c i e n t s .  M ore 

e x p l i c i t l y ,  u s i n g  a  b a s i s  s e t  o f  m c o n t r a c t e d  f u n c t i o n s  f o r m e d  

f r o m  N ( N > m ) G a u s s i a n  o r b i t a l s ,  t h e r e  a r e  o n l y  m l i n e a r  c o 

e f f i c i e n t s  t o  be  d e t e r m i n e d  f o r  e a c h  m o l e c u l a r  o r b i t a l  b y  t h e  s e l f -  

c o n s i s t e n t  f i e l d  p r o c e d u r e  a s  c o m p a r e d  t o  t h e  o r i g i n a l  n u m b e r ,  N , 

o f  t h e  p r e v i o u s  s c h e m e .  H o w e v e r ,  t h e  n u m b e r  o f  t w o - e l e c t r o n  i n t e 

g r a l s  (  -wm  ̂ ) r e q u i r e d  f o r  t h e  v a r i a t i o n a l  p r o c e d u r e  i s  m uch s m a l l e r  

t h a n  t h e  o r i g i n a l  n u m b e r

As m e n t i o n e d  e a r l i e r ,  a  c o n t r a c t e d  f u n c t i o n  i s  u s u a l l y  f o r m e d  t o  

r e p r e s e n t  som e o t h e r  f u n c t i o n  ( H u z i n a g a  ( 1 9 6 5 ) ;  A l l e n  ( 1 9 6 2 )  ) ,  

T h e r e  a r e  tw o  m a in  m e th o d s  o f  o b t a i n i n g  s u c h  r e p r e s e n t a t i o n s .

T h e s e  a r e ;

1 , )  V a r i a t i o n a l  M e th o d  ( McWeeny ( 1 9 5 3 )  ) .

T h e  c o n t r a c t e d  f u n c t i o n  i s  c h o s e n  t o  b e  a n  a p p r o x i m a t e  e i g e n f u n c 

t i o n  o f  som e H a m i l t o n i a n ,  T h u s ,  f o r  e x a m p l e ,  t h e  n o r m a l i z e d
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S l a t e r  o r b i t a l ,  d e f i n e d  b y

w h e r e

a n d  0 , a r e  t h e  n o r m a l i z e d  s p h e r i c a l  h a r m o n i c s ,  s a t i s f y

t h e  f o l l o w i n g  e q u a t i o n s  f o r  a n y  v a l u e  o f  Z :

^  ^  ,
w h e r e

&  =  — A C ‘̂ Z ' ^ 3

A l i n e a r  c o m b i n a t i o n  o f  G a u s s i a n  t y p e  o r b i t a l s ,  d e f i n e d  b y

[ ( 2 ^ - 7 ) ! < ]  ^  ( 2 ^ P ‘̂  r " ' " '

....................( I X . 9 )

w h e r e  ( 2 n  -  1 ) / /  = ( 2 n  -  l ) ( 2 n  -  3 ) . . ............ 5 . 3 . 1  ,

a n d  ( n  -  1 )  i s  a n  ODD n u m b e r  ( n  > 1 ) * ,  i s  t h e n  c h o s e n  t o  s a t i s f y  

t h e  v a r i a t i o n a l  t h e o r e m  ( C h a p t e r  I I  ) f o r  t h e  o p e r a t o r ,  Hg , d e 

f i n e d  a b o v e .

T h e  m a in  d i s a d v a n t a g e  o f  t h i s  m e th o d  i s  t h a t  t h e  i n a d e q u a t e  f o r m  

o f  t h e  G a u s s i a n  o r b i t a l s  i s  e m p h a s i z e d  s i n c e  t h e  l a r g e s t  c o n t r i b u 

t i o n  t o  t h e  e n e r g y  f u n c t i o n a l  o f  t h e  v a r i a t i o n a l  e q u a t i o n  co m es  f r o m  

a n  '  i n t e r m e d i a t e  * r e g i o n  i n  s p a c e  ( McWeeny ( l o c ,  c i t .  )  ) .  T h e  

b e s t  f i t  o f  t h e  S l a t e r  o r b i t a l  b y  t h e  c o n t r a c t e d  f u n c t i o n  t h e r e f o r e  

o c c u r s  i n  s u c h  a  r e g i o n  i n s t e a d  o f  o v e r  a l l  s p a c e .

* T h i s  l a t t e r  r e s t r i c t i o n  i s  i m p o s e d  i n  o r d e r  t o  s e l e c t  o n l y  t h o s e  
G a u s s i a n  o r b i t a l s  o v e r  w h i c h  t h e  m a n y - c e n t r e d  i n t e g r a l s  may be  e a s 
i l y  p e r f o r m e d .
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2 . )  L e a s t  S q u a r e  M e th o d  ( T a k e t a  e t .  a l ,  ( l o c .  c i t .  )  ) ,

T he  G a u s s i a n  e x p a n s i o n  f o r  a  S l a t e r  o r b i t a l  i s  g i v e n  b y

S  A/

................... ( I X , 10)

w h e r e  N i s  t h e  n u m b e r  o f  G a u s s i a n s  i n  t h e  e x p a n s i o n .  I t  i s  n o t e d  

t h a t  t h e  o r b i t a l s  o n  b o t h  s i d e s  o f  t h e  a b o v e  e q u a t i o n  h a v e  t h e  sam e  

a n g u l a r  d e p e n d e n c e ,

T h e  p r e s e n t  m e th o d  v a r i e s  f r o m  t h e  f o r m e r  b y  t h e  m a n n e r  i n  w h i c h  

t h e  e x p a n s i o n  c o e f f i c i e n t s  {  C j, J a n d  e x p o n e n t  p a r a m e t e r s  

a r e  d e t e r m i n e d ;  h e r e  t h e y  a r e  f o u n d  b y  a  l e a s t - s q u a r e  f i t t i n g  t e c h 

n i q u e  .

T h e r e  i s  a n  i m p o r t a n t  S c a l i n g  T h e o r e m  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  e x p a n s i o n  

o f  e q u a t i o n  ( I X ,  1 0 ) .  T h i s  t h e o r e m  s t a t e s  t h a t ,  i f  t h e  s e r i e s ,

r e p r e s e n t s  a  S l a t e r  o r b i t a l  w i t h  u n i t  e x p o n e n t  p a r a m e t e r ,  t h e n  t h e  

e x p a n s i o n  f o r  t h e  S l a t e r  o r b i t a l  h a v i n g  a n  e x p o n e n t  p a r a m e t e r  o f  a r 

b i t r a r y  v a l u e ,  'Y  , i s

^  Û  x f  .
T h e  p r o o f  o f  t h i s  t h e o r e m  i s  g i v e n  i n  t h e  r e l e v a n t  s e c t i o n  a t  t h e  

e n d  o f  t h i s  c h a p t e r .

T h e  a b o v e  t h e o r e m  i m p l i e s  t h a t  i t  i s  s u f f i c i e n t  t o  h a v e  t h e  * s t a n 

d a r d  * e x p a n s i o n s  o f  S l a t e r  o r b i t a l s  w i t h  u n i t  e x p o n e n t  p a r a m e t e r s *  

T he  e s s e n c e  o f  t h e  l e a s t - s q u a r e  f i t t i n g  p r o c e d u r e  i s  t o  m i n i m i z e  

t h e  E r r o r  F u n c t i o n ,

^  -  J  ,

w h e r e  — ^  )  . . ( I X .  11)

%» i s  a  L a g r a n g i a n  M u l t i p l i e r  a n d  t h e  i n t e g r a t i o n  i s  p e r f o r m e d  

o v e r  a l l  s p a c e ,  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  s e r i e s  p a r a m e t e r s  

( S t e w a r t  ( 1 9 6 9 , 1 9 7 0 )  ) .
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I n  e v a l u a t i n g  t h e  m a n y - c e n t r e d  t w o - e l e c t r o n  i n t e g r a l s ,  e a c h  S l a t e r  

o r b i t a l  w as  e x p a n d e d  i n  t e r m s  o f  f o u r  G a u s s i a n s .  T h e  e x p a n s i o n  c o 

e f f i c i e n t s  a n d  o r b i t a l  e x p o n e n t s  w e r e  t a k e n  f r o m  t h e  t a b l e s  o f  S t e 

w a r t  ( 1 9 7 0 ) ,  w h e r e  t h e r e  a r e  g i v e n  f o r  a n  o r b i t a l  w i t h  u n i t  e x p o n e n t .  

T h e  i n t e g r a l  e v a l u a t i o n  w as  t h e n  p e r f o r m e d  o v e r  G a u s s i a n s  u s i n g  t h e  

f o r m u l a e  g i v e n  b y  T a k e t a  e t ,  a l ,  ( l o c ,  c i t .  ) .  T h e  e q u a t i o n  r e l a 

t i n g  t h e  i n t e g r a l s  o v e r  S l a t e r  o r b i t a l s  t o  t h o s e  o v e r  G a u s s i a n s  i s

< i j  I k l  > ( s l a t e r )  =

2 ^ —  C ^ C js  I ^  ( G a u s s i a n )

.....................( I X .  12)

T he  n e c e s s i t y  o f  p e r f o r m i n g  many s u m m a t i o n s ,  a s  i n  e q u a t i o n  

( I X .  12) a b o v e ,  may o f t e n  o f f s e t  t h e  a d v a n t a g e s  a c c r u i n g  f r o m  t h e  s p e 

c i a l  p r o p e r t i e s  o f  G a u s s i a n  o r b i t a l s  f o r  i n t e g r a l  c o m p u t a t i o n .  T h e  

a r t i c l e  o f  H u z i n a g a  (  1967)  may b e  r e f e r r e d  t o  f o r  f u r t h e r  d i s c u s s i o n s  

o n  t h i s  p o i n t  a s  w e l l  a s  f o r  a  g e n e r a l  r e v i e w  o f  m o l e c u l a r  i n t e g r a l  

e v a l u a t i o n .

T he a b o v e  h a s  b e e n  a  b r i e f  d i s c u s s i o n  o f  som e o f  t h e  b a s i c  p h i l o s o 

p h y  u n d e r l y i n g  t h e  p r o g r a m m e s  d e v e l o p e d  b y  t h e  T h e o r e t i c a l  C h e m i s t r y  

D e p a r t m e n t  o f  S h e f f i e l d  U n i v e r s i t y  u n d e r  P r o f e s s o r  R , McWeeny a n d  

u s e d  i n  t h i s  r e s e a r c h ,

APPENDIX.

I n  t h e  f o l l o w i n g  s e c t i o n s ,  f u r t h e r  c o n s i d e r a t i o n  i s  g i v e n  t o  t h e  

e v a l u a t i o n  o f  t h e  c o r e  p o t e n t i a l  o f  e q u a t i o n  ( I X .  l )  a n d  t h e  a p p r o x i 

m a te  r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  i n t e r - c o r e  e f f e c t s .  A l s o ,  t h e  L e a s t  S q u a r e  

M e th o d  f o r  c o n s t r u c t i n g  c o n t r a c t e d  G a u s s i a n  f u n c t i o n s  i s  d i s c u s s e d  i n  

s o m e w h a t  g r e a t e r  d e t a i l .
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I n  t h i s  s e c t i o n ,  t h e  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  p o t e n t i a l  due  t o  t h e  i - t h  

c o r e  s h e l l ,  w i t h  o c c u p a t i o n  n u m b e r ,  6 ^  , a t  a  p o i n t ,  r ^  , f r o m  t h e  

c e n t r e ,  , i s  d e r i v e d .  T h i s  i s  g i v e n  by

I  (  C  x f c - )  ) / ^

0 ^ )  x> d s c  ]  

................... ( I X . 1 3 )

w h e r e  i s  t h e  r a d i a l  f u n c t i o n  o f  t h e  i - t h  c o r e  s h e l l  o n  c e n 

t r e  t l>  ,

To r e p r e s e n t  t h e  a b o v e  r a d i a l  f u n c t i o n ,  a n  s - t y p e  S l a t e r  o r b i t a l  

i s  c h o s e n .  T h u s ,

................... ( I X . 1 4 )

a n d  t h e  n o r m a l i z a t i o n  c o n s t a n t ,  ( N ^  ) ^ , i s  g i v e n  b y

■n :  =  w i Z K i ) i

................... ( I X . 15)

E q u a t i o n s  ( I X . I 3 ) a n d  ( I X ,  I4 ) t h e n  g i v e  

^  -  C

=  « / T  / / /  ^

-  T .

/f .> A V ^

f  /  ) - T
.If 7 ,  _ j )  I
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w h e r e  t h e  f o r m u l a e

^ -rSrO

'T^O

 o . . ( I X . 1 6 )

h a v e  b e e n  u s e d .

T h e r e f o r e ,  b y  c o m b i n i n g  t h e  t e r m s  i n  t h e  s u m m a t i o n s ,

C iT c ^ ) =  f F  A / j  ( z ^ ) f

X r  ) -  « -^ " " ^ ( ,4  z  f  ) ]
f ' - ’

J fy^^r-Q ^oT e ,

%/

2 ^ 0 ^ )  =  £  7 -  £ /  A T  1
f ^ 1  /  /
r

o r

^  V 2 - 4 : - )  ,

ej(v) = £ Î - c‘ (/- 2̂-" /&/ J
k . s 6

. . . . ( I X . 17)

w h e r e  e q u a t i o n  ( I X . 15) h a s  b e e n  u s e d .

I n  t h e  c a l c u l a t i o n  o f  t h e  t o t a l  m o l e c u l a r  e n e r g y  o f  a  p o l y a t o m i c  

s y s t e m ,  i t  i s  n e c e s s a r y  t o  c o n s i d e r  t e r m s  a r i s i n g  f r o m  t h e  i n t e r a c 

t i o n  o f  c o r e  e l e c t r o n s  a n d  n u c l e u s  o n  c e n t r e ,  X  , w i t h  t h e  c o r e  

e l e c t r o n s  a n d  n u c l e u s  o n  c e n t r e ,  , T he  i n t e r a c t i o n  o f  t h e  c o r e

e l e c t r o n s  o n  a n y  c e n t r e  w i t h  t h e m s e l v e s  a n d  w i t h  t h e i r  p a r e n t  n u c l e u s

i s  a n  a d d i t i v e  a t o m i c  c o n s t a n t  a t  a l l  i n t e r n u c l e a r  s e p a r a t i o n s .  

M a t h e m a t i c a l l y ,  t h e  e n e r g y  o f  t h e  i n t e r - c o r e  i n t e r a c t i o n s  i s  g i v e n  b y
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X  y ( / X )

(X) (")
X > y

+  Z Z Z  < x i x ^ / 3 5 x ; >
X S y  ^  ;  /  /

+  , 2  /C x v
X>î>

................... ( I X . 18)

w h e r e  i n d i c a t e s  s u m m a t i o n  o v e r  a l l  c o r e - e l e c t r o n s  o n  c e n t r e ,

X  ;  i n d i c a t e s  a  s u m m a t i o n  o v e r  a l l  t h e  c e n t r e s  o f  t h e  s y s -
x>temj is the separation between centres, X and  ̂ , and Z*>

i s  the nuclear charge on centre, ,
I n  t h e  a b o v e  e x p r e s s i o n ,  t h e  E x c h a n g e  t e r m s  a r i s i n g  f r o m  t h e  c o r e — 

c o r e  i n t e r a c t i o n  h a v e  b e e n  i g n o r e d  s i n c e  t h e y  a r e  p r o p o r t i o n a l  

r o u g h l y  t o  t h e  s q u a r e  o f  t h e  o v e r l a p  c h a r g e  d e n s i t y  b e t w e e n  c o r e — 

o r b i t a l s  c e n t r e d  o n  d i f f e r e n t  n u c l e i .  T h e s e  d e n s i t i e s  a r e  e x p e c t e d  

t o  b e  n e g l i g i b l y  s m a l l  (  C h a p t e r  VI a n d  T a b l e  ( I X , l )  ) .

T h e  s u m m a t i o n s  o v e r  t h e  c o r e - e l e c t r o n s  c a n  b e  r e p l a c e d  b y  sum m a

t i o n s  o v e r  t h e  c o r e  s h e l l s  a n d  t h e  u s e  o f  t h e  a p p r o p r i a t e  o c c u p a t i o n  

n u m b e r  f o r  e a c h  s h e l l .  F u r t h e r m o r e ,  t h e  c o m p u t a t i o n  o f  t h e  p o t e n 

t i a l  a t  a n y  p o i n t  a r i s i n g  f r o m  t h e  c o r e - e l e c t r o n s  o n  a n y  c e n t r e  i s  

g r e a t l y  s i m p l i f i e d  b y  n o t i n g  t h a t  e a c h  c o r e  s h e l l  h a s  a n  e x a c t l y  

s p h e r i c a l  c h a r g e  d i s t r i b u t i o n  a b o u t  i t s  c e n t r e .  T h i s  f o l l o w s  s i n c e  

t h e  c o r e  s t a t e s  a r e  a s s u m e d  t o  b e  c o m p l e t e l y  f i l l e d  i n  a c c o r d a n c e  

w i t h  t h e  P a u l i  E x c l u s i o n  P r i n c i p l e  (  S l a t e r  ( 1 9 6 8 )  ) ,  T h e r e f o r e ,  

e q u a t i o n  ( I X ,  18) c a n  b e  r e w r i t t e n  i n  t h e  f o r m

x > v
(A )  . . . ( I X .  19)

w h e r e  ^  now i n d i c a t e s  s u m m a t io n  o v e r  t h e  c o r e  s h e l l s  o n  c e n -
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t r e , X  : C, i s  t h e  p o t e n t i a l  a t  a n y  p o i n t ,  d i s t a n c e
C-ert,

7 ^  f r o m  t h e  c e n t r e ,  , a r i s i n g  f r o m  t h e  c o r e - e l e c t r o n s  a n d  t h e

n u c l e u s  o n  t h i s  c e n t r e .  I t  i s  g i v e n  b y  t h e  e x p r e s s i o n

( y )

=  — 2 ^  4 "

....................( I X , 2 0 )

T h e  e x p r e s s i o n  f o r  )  i s  g i v e n  i n  e q u a t i o n  ( I X .  1 7 ) ,

S i n c e  t h e  c o r e - c o r e  i n t e r a c t i o n  t e r m  c o n s i s t s  o f  a  s e r i e s  o f  t w o -  

c e n t r e  i n t e g r a l s ,  i t s  v a l u e  may be  c o m p u t e d  m o s t  c o n v e n i e n t l y  i n  

e l l i p s o i d a l  c o o r d i n a t e s  a n d  t h e  u s e  o f  s t a n d a r d  n u m e r i c a l  i n t e g r a 

t i o n  t e c h n i q u e s .  T h u s ,  c o n s i d e r  a n y  tw o  c e n t r e s ,  ^  a n d  X» , 

A ss u m e  t h a t  t h e  p o t e n t i a l  e n e r g y  o f  t h e  i - t h  c o r e  s h e l l  o f  e l e c t r o n s  

o n  c e n t r e ,  ^  , i n  t h e  t o t a l  f i e l d  o f  t h e  c o r e - e l e c t r o n s  a n d  n u c l e u s  

o n  c e n t r e ,  , i s  t o  b e  c o m p u t e d .  T h e n ,  f r o m  e q u a t i o n  ( I X . 1 9 ) ,  

t h i s  i s  g i v e n  b y

6 ,

................... ( I X , 2 1 )

S u b s t i t u t i n g  r ^  = 0 ,5 R j^ ^   ̂V  ~ ' ï '  ^

= 0 ^ ^

w h e r e

O 4  f  2.TÎ ,

i n t o  e q u a t i o n  ( I X , 2 l )  g i v e s
A*

i t  =

X  C C l ,
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o r
A'

i t  ^  'I n

w i t h

^OSTZ — 6 c ^ c  C ^ ^ ’( ^ * ' 7 ’) / ' ^  ) ......................... ................... ( I X . 2 2 )

I n  o r d e r  t o  b r i n g  t h e  i n t e g r a l  o f  e q u a t i o n  ( I X . 2 2 )  i n t o  a  f o r m  

w h e r e  G a u s s i a n  i n t e g r a t i o n  t e c h n i q u e s  may b e  e m p l o y e d  i n  i t s  e v a l u 

a t i o n ,  t h e  t r a n s f o r m a t i o n
, A

OC  ̂ — C ^ i s  m a d e ,

t t  =  C t f - l C c  £

. ( I X . 2 3 )

w i t h

C t  y  K  (= :) / ( %  ^ )
4 " ^  ................... ( I X . 2 4 )

< 2 ^  =  IT  A / f  V

. 4 r  »

J- V
Lf-1

a n d

y  =  ^  <<i - f  ^

A ^ ( x )  a n d  x ^  a r e  r e s p e c t i v e l y  t h e  w e i g h t s  a n d  p o i n t s  f o r  t h e  

G a u s s - L a g u e r r e  i n t e g r a t i o n  f o r m u l a ;  A ^ ^ y )  a n d  a r e  r e s p e c t i v e 

l y  t h e  w e i g h t s  a n d  p o i n t s  f o r  t h e  G a u s s i a n - L e g e n d r e  i n t e g r a t i o n  f o r 

m u l a .

The  t o t a l  i n t e r a c t i o n  e n e r g y  f o r  c e n t r e s ,  a n d  x> , i s  t h e n

( I X . 2 5 )
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T h i s  q u a n t i t y  w a s  e v a l u a t e d  a s  a  f u n c t i o n  o f  t h e  s e p a r a t i o n  parame* 

t e r ,  , f o r  a  s y s t e m  o f  tw o SODIUM c o r e s .  The  e x p o n e n t s  f o r  t h e

c o r e  o r b i t a l s  w e r e  t a k e n  f r o m  t h e  t a b l e s  o f  d e m e n t i  a n d  R a i m o n d i  

( 1 9 6 3 )  ( e q u a t i o n  ( V I . 2 1 )  ) .

Ù Ï - /•
h o - 2 -  M l v m
h Z - I -  -lS9 o f ^3
h^h -  0-

/'A £>• 077
I ' t 0 3 ^ 6 ù S o o
j  6 0 - ^ n 6 - %
(j-.o O 'U o

O'Zca

0 / 6 / 0 '\ ^ J
7-6 o - / f s O.ftf-l

( I X ' Z )

Th e  r e s u l t s  a r e  s h o w n  i n  t h e  a b o v e  t a b l e  a n d  c o m p a r e d  w i t h  t h e  e x -  

p r e s s i o n  f o r  6  (  = R^^^ ) ,  i f  i t  i s  a s s u m e d  t h a t  t h e  c o r e s  i n t e r 

a c t  a s  p o i n t  c h a r g e s .  T h u s ,  i t  i s  c o n c l u d e d  t h a t  t h e  c o r e  i n t e r a c 

t i o n s  a r e  d e t e r m i n e d  q u i t e  a c c u r a t e l y  b y  t h e  e q u a t i o n

( I X , 2 6 )

i n  t h e  r e g i o n  ( 5 , 0  4 . R ^ 4  7 , 0  ) o f  i n v e s t i g a t i o n  i n  t h i s  r e s e a r c h  

( c f .  e q u a t i o n  ( V I . 6 )  ) ,
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I n  t h i s  f i n a l  s e c t i o n ,  f u r t h e r  c o n s i d e r a t i o n  i s  g i v e n  t o  t h e  L e a s t  

S q u a r e  M e t h o d  o f  d e t e r m i n i n g  c o n t r a c t e d  f u n c t i o n s  f o r  r e p r e s e n t i n g  

S l a t e r  o r b i t a l s .

P r o o f  Of  S c a l i n g  T h e o r e m .

C o n s i d e r  t h e  E r r o r  F u n c t i o n :

= I  i 1̂ 6/
-h ^  C 1 ~  S  ^  )

....................( I X .  n )

w h e r e  X  ^  ^  •

As b o t h  t h e  S l a t e r  a n d  G a u s s i a n  o r b i t a l s  h a v e  t h e  s a m e  a n g u l a r  d e 

p e n d e n c e ,  t h e  i n t e g r a t i o n  o v e r  t h e  a n g u l a r  c o o r d i n a t e s  may b e  p e r 

f o r m e d  t o  g i v e
N

V L ^ }  =  7 -  ^  ^  +  V

A /

w h e r e
.o&

E m p l o y i n g  t h e  d e f i n i t i o n s  ( e q u a t i o n s  ( I X . 8 )  a n d  ( I X . 9 )  ) f o r  

a n d  t h e n

re

= L M f ' ^  L i U ' - l ) ! l t  TT-%,
S u b s t i t u t i n g  x  = / ^  r  , i t  i s  e a s i l y  s e e n  t h a t

=  ^ ( . 7 ,  x y ;

S i m i l a r l y ,  i t  c a n  b e  s h o w n  t h a t

w h e r e

a n d  t h u s

V i ' ^ )  = V{1; Cc^ ................... ( I X . 2 8 )
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As m e n t i o n e d  b e f o r e ,  t h e  e s s e n c e  o f  t h e  L e a s t  S q u a r e  f i t t i n g  m e t h 

o d s  i s  t o  m i n i m i z e  t h e  E r r o r  F u n c t i o n  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  s e r i e s  

p a r a m e t e r s  {  ^  J  . The  n e c e s s a r y  c o n d i t i o n  f o r  a  min i mum  i s

£.J =  =  0  ;  j  = 1, 2 ,  . . . .  (2N + 1)

( I X . 2 9 )

w h e r e  x : (  j  = 1,  2 ,  . . .  2N) a r e  t h e  G a u s s i a n  p a r a m e t e r s

a n d ~ ^  * t h e  L a g r a n g i a n  m u l t i p l i e r .

F o l l o w i n g  t h e  p r o c e d u r e  o u t l i n e d  b y  S t e w a r t  ( 1 9 7 0 ) ,  g y  i s  now 

e x p a n d e d  a b o u t  a  s e t  o f  a p p r o x i m a t e  p a r a m e t e r s  Î  J" a s  f o l l o w s ;

>
j  = 1, 2 ..................(2N +  1)

................... ( I X . 3 0 )

w h e r e  ^  5  f  J  , ^  Z  ^  3 ,
C = C C 2P) /  *

a n d  ■* .

C o m b i n i n g  e q u a t i o n s  ( I X . 2 9 )  a n d  ( I X , 3 0 ) ,  t h e  c o n d i t i o n  f o r  m i n i 

mum t h e n  b e c o m e s

( 9 V / 2 x .j ) ^ c, =  -  ^  A x * .

j  = 1,  2 ,  . . . ( 2 N  +  1)

...................( 1X031)

o r  i n  m a t r i x  f o r m  B = W A . . . . . . . . ( I X . 3 2 )

w h e r e  B i s  a  c o l u m n  v e c t o r  w i t h  e l e m e n t s

zmh) = ( /  f f  C^-o

(. 1 -  S  \  J

W i s  a  s y m m e t r i c a l  m a t r i x  p o s s e s s i n g  e l e m e n t s  g i v e n  b y

= O-xTjlJ ix 'èx X '6' J .
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a n d  =  0  ;

A i s  a  c o l u m n  v e c t o r  w h o s e  e l e m e n t s  a r e  A . X j ^ .

E q u a t i o n  ( I X , 3 2 ) w a s  t h e n  s o l v e d  i t e r a t i v e l y  u n t i l  t h e  r e s i d u e s ,

A y w e r e  z e r o .  T h e n ,  i f  W w a s  n o n - s i n g u l a r ,  B w a s  z e r o  a n d  t h e  

n e c e s s a r y  c o n d i t i o n  o f  e q u a t i o n  ( I X , 2 9 )  a u t o m a t i c a l l y  s a t i s f i e d .  

S t e w a r t  ( 19 70 )  a l s o  i n v e s t i g a t e d  t h e  f i n a l  W —m a t r i x  a n d  d e t e r m i n e d  

i t  t o  b e  p o s i t i v e  d e f i n i t e  w h i c h ,  i n  c o n j u n c t i o n  w i t h  e q u a t i o n  

( I X . 2 9 ) ,  p r o v i d e s  t h e  n e c e s s a r y  a n d  s u f f i c i e n t  c o n d i t i o n s  t h a t  t h e  

E r r o r  F u n c t i o n  h a s  a  mi n im um  v a l u e .
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I n t e g r a l  F i l e  H a n d l i n g .

Any c a l c u l a t i o n  i n  m o l e c u l a r  q u a n t u m  m e c h a n i c s  r e q u i r e s  t h e  h a n d 

l i n g  o f  v a s t  a m o u n t s  o f  d a t a .  T h i s  i s  a n  e s s e n t i a l  p a r t  o f  t h e  c om 

p u t a t i o n  a n d  h e n c e  a  b r i e f  c o n s i d e r a t i o n  i s  g i v e n  t o  t h e  m e t h o d s  

u s e d  i n  t h i s  r e s e a r c h .

O n e - E l e c t r o n  I n t e g r a l s .

F o r  a  b a s i s  s e t  c o n s i s t i n g  o f  M f u n c t i o n s ,  t h e  n u m b e r  o f  o n e -  

e l e c t r o n  i n t e g r a l s  e v a l u a t e d  w a s  0 ,5M(M + 1 )  . T h i s  n u m b e r  may b e  

f u r t h e r  d e c r e a s e d  b y  u t i l i z i n g  t h e  c o n d i t i o n s  i m p o s e d  b y  t h e  s y m m e t r y  

o f  t h e  p a r t i c u l a r  m o l e c u l a r  c o n f i g u r a t i o n .  T h e  s t o r a g e  a n d  m a n i p u l a 

t i o n  o f  t h e s e  i n t e g r a l s  w a s  q u i t e  a  s t r a i g h t f o r w a r d  p r o c e d u r e ,

T w o - E l e c t r o n  I n t e g r a l s ,

T h e s e  f o r m  t h e  b u l k  o f  t h e  d a t a  r e q u i r e d  f o r  e a c h  c o m p l e t e  c a l c u l a 

t i o n .  A g e n e r a l  t w o - e l e c t r o n  i n t e g r a l  ( e q u a t i o n  ( I X . 5 )  ) ,  i f  s t o r e d  

i n  a  s t r a i g h t f o r w a r d  m a n n e r ,  w o u l d  r e q u i r e  s i x  c o m p u t e r  w o r d s ;  f o u r  

t o  c o n t a i n  t h e  l a b e l s  i  , j  , k  a n d  1  a n d  tw o f o r  t h e  v a l u e  o f

t h e  i n t e g r a l .

A r e d u c t i o n  i n  t h e  s t o r a g e  r e q u i r e m e n t  f o r  e a c h  i n t e g r a l  c a n  b e  

made  b y  u s i n g  a  m e t h o d  d e v e l o p e d  b y  t h e  POLYATOM t e a m  ( C s i z m a d i a  

e t .  a l .  ( 1 9 6 6 )  ) ,  The  l a b e l s  i  , j  , k  a n d  1 h a v e  maximum v a 

l u e s  o f  M , t h e  s i z e  o f  t h e  b a s i s  s e t ,  A t y p i c a l  v a l u e  o f  M i s  

64  o r  l e s s .  H o w e v e r ,  t h e  maximum n u m b e r  o f  a n  i n t e g e r  v a r i a b l e  

w h i c h  c a n  b e  s t o r e d  i n  o n e  c o m p u t e r  w o r d  o f  s i x t e e n  b i t s  i s  t y p i c a l l y  

2  o r  2  . T h e r e  i s ,  t h e r e f o r e ,  t o o  much s p a c e  f o r  s t o r i n g  t h e

i n t e g e r  l a b e l s .  The  p r i n c i p l e  i s  t h u s  t o  u s e  o n e  c o m p u t e r  w o r d  f o r  

s t o r i n g  m o r e  t h a n  o n e  i n t e g e r  l a b e l .  I n  f a c t ,  t h e  s i x  i n t e g e r  l a b e l s  

i  , j  , k  , 1 , m a n d  n  (  m a n d  n  a r e  u s e d  f o r  s t o r i n g  m o r e

i n f o r m a t i o n  a b o u t  t h e  i n t e g r a l ,  a s  d e s c r i b e d  l a t e r  )  a r e  s t o r e d  i n  

tw o  c o m p u t e r  w o r d s  o n  t h e  IBM 1 130  m a c h i n e  u s e d  h e r e ,  s o  t h a t  t h e  

f i r s t  f o u r  i n t e g e r s  c a n  t a k e  p o s i t i v e  v a l u e s  f r o m  1 t o  6 3  , r e q u i r 
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i n g  s i x  l e a s t  s i g n i f i c a n t  b i t s  e a c h ,  a n d  t h e  l a s t  tw o  p o s i t i v e  v a l u e s  

f r o m  1 t o  15 , r e q u i r i n g  f o u r  l e a s t  s i g n i f i c a n t  b i t s  e a c h .  T h u s ,  

t h e  s i x  i n t e g e r  l a b e l s  r e q u i r e  a  t o t a l  o f  t h i r t y - t w o  b i t s ,  w h i c h  i s  

e x a c t l y  two s i x t e e n - b i t  c o m p u t e r  w o r d s .  T h e s e  two w o r d s  c a n  t h e n  b e  

c o n s i d e r e d  a s  t h e  s t o r a g e  a l l o c a t e d  f o r  a  r e a l  n u m b e r ,  A s a y ,  a n d  

c o n s e q u e n t l y  e a c h  i n t e g r a l  c a n  b e  c h a r a c t e r i z e d  b y  t h e  t w o  r e a l  num

b e r s ,  A a n d  V , i t s  a c t u a l  v a l u e .

The  a r r a y ,  A , c o n t a i n i n g  a l l  t h e  l a b e l s  o f  t h e  t w o - e l e c t r o n  i n 

t e g r a l s  r e q u i r e d  f o r  a  p a r t i c u l a r  c a l c u l a t i o n ,  i s  s t o r e d  o n  d i s c  t o 

g e t h e r  w i t h  t h e  a r r a y ,  V , w h i c h  c o n t a i n s  t h e  a s s o c i a t e d  i n t e g r a l  

v a l u e s  i n  t h e  s am e  o r d e r .  When t h e  i n t e g r a l s  a r e  n e e d e d ,  t h e y  c a n  

b e  r e a d  f r o m  t h e  d i s c  i n  b l o c k s  o f  a n y  s i z e .  Th e  n u m b e r s ,  A , a r e

d e c o d e d  i n t o  t h e  o r i g i n a l  s i x  n u m b e r s  i  , j  , k  , 1 , m a n d

n  a n d  t h e  a s s o c i a t e d  i n t e g r a l  v a l u e ,  V , c a n  b e  u s e d .

An o b v i o u s  r e d u c t i o n  i n  t h e  n u m b e r  o f  t w o - e l e c t r o n  i n t e g r a l s  t o  b e  

c o m p u t e d  a n d  s t o r e d  c a n  b e  made i f  t h e  b a s i s  f u n c t i o n s  a r e  a l l  r e a l ,  

a s  i s  g e n e r a l l y  t h e  c a s e .  T h e n ,  f o r  a  p a r t i c u l a r  c h o i c e  o f  i  , j  , 

k  a n d  1 , t h e r e  may b e  a s  many a s  e i g h t  i n t e g r a l s  w i t h  t h e  same

v a l u e  a s  < i j  I k l  > , T h e s e  a r e  f o r m e d  b y  p e r m u t a t i o n  o f  t h e  l a 

b e l s  ;

< i j  I k l  > = < i j  I I k  > = < j i  I k l  > = < j i  | I k  >

= < k l  I i j  > = < I k  I i j  > = < k l  I j i  > =  < I k  | j i  >

............ (x.O

I n  p r a c t i c e ,  t h e r e f o r e ,  i t  i s  o n l y  n e c e s s a r y  t o  c o m p u t e  a n d  s t o r e  

o n e  o f  t h e s e  i n t e g r a l s ,  s i n c e  t h e  o t h e r s  may b e  o b t a i n e d  w h e n  r e 

q u i r e d  b y  t h e  u s e  o f  t h e  a p p r o p r i a t e  p e r m u t a t i o n  s y m m e t r y .  I n  t h i s  

w a y ,  t h e  n u m b e r  o f  i n t e g r a l s  t o  b e  s t o r e d  i s  r e d u c e d  f r o m  t o

(Yg)M(M + 0 ( M ^  + M + 2 )  .

I n  o r d e r  t o  d e t e r m i n e  w h i c h  o n e  o f  t h e  a b o v e  i n t e g r a l s  (  e q u a t i o n  

( X , l )  ) t o  c o m p u t e  a n d  s t o r e ,  o n e  o f  tw o  o r d e r i n g  c o n v e n t i o n s  may 

b e  u s e d :

i  > j  ; k  > 1 ; ( i j ) > ( k l )  ....................... ( X . 2 )

r
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i  4  3 -, k  ^  1 j ( i j  )  < ( k l  )  ( X . g )

w h e r e  ( i j  ) = 0 , 5 ( i  -  1) i  + j  .

I n  t h i s  r e s e a r c h ,  t h e  f o r m e r  c o n v e n t i o n  w a s  u s e d .

M o l e c u l a r  s y m m e t r y  may a l s o  b e  u s e d  t o  d e c r e a s e  t h e  n u m b e r  o f  i n t e 

g r a l s  t o  b e  c o m p u t e d .  I n  g e n e r a l ,  t h e  e f f e c t  o f  a  s y m m e t r y  o p e r a 

t i o n  i s  t o  s e n d  a  b a s i s  f u n c t i o n  i n t o  a  l i n e a r  c o m b i n a t i o n  o f  t h e  

w h o l e  s e t  b u t  t h i s  h a s  p r o v e d  t o o  c o m p l e x  t o  p r o g r a m .  T h u s ,  t h e  o n 

l y  t y p e  o f  s y m m e t r y  o p e r a t i o n s  t a k e n  i n t o  a c c o u n t  h e r e  a r e  t h o s e  

w h i c h  p e r m u t e  t h e  l a b e l s  i  , j  , k  a n d  1 . H o w e v e r ,  c a r e  m u s t  

b e  t a k e n  t o  e n s u r e  t h a t  t h e  s e t  o f  o p e r a t i o n s  c o n s i d e r e d  f o r m s  a  

s u b g r o u p  o f  t h e  g r o u p  o f  s y m m e t r y  o p e r a t i o n s  f o r  t h e  m o l e c u l e .

C o n s e q u e n t l y ,  o n l y  t h e  p e r m u t a t i o n w i s e  d i s t i n c t  i n t e g r a l s  w h i c h  

a r e  n o n - z e r o  b y  s y m m e t r y  a r e  s t o r e d  o n  d i s c ,  a n d  o n l y  t h e  d i s t i n c t ,  

p e r m u t a t i o n w i s e  a n d  s y m m e t r y w i s e , o n e s  a r e  a c t u a l l y  e v a l u a t e d ,  A 

f u r t h e r  e x t e n s i o n  o f  t h i s  i d e a  h a s  b e e n  g i v e n  b y  D a c r e  ( 1 9 7 0 ) ,

Th e  m e t h o d  o f  d e a l i n g  w i t h  t h e  t w o - e l e c t r o n  i n t e g r a l s  i s  t h e n  a s  

f o l l o w s  :

1 . )  C r e a t e  a  l i s t  o f  l a b e l s ,  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  i n t e g r a l s  w h i c h  

a r e  n o n - z e r o  o n  s y m m e t r y  g r o u n d s .  T h i s  l i s t  i s  s t o r e d  i n  t h e  a r 

r a y ,  A , t o g e t h e r  w i t h  dummy v a l u e s  f o r  t h e  a c t u a l  i n t e g r a l s  i n  

t h e  a r r a y ,  V . T h e  i n p u t  i n t o  t h i s  r o u t i n e  i s  a  r o w  v e c t o r  c o n 

t a i n i n g  t h e  c e n t r e s  a b o u t  w h i c h  e a c h  b a s i s  f u n c t i o n  i s  d e f i n e d ,  

a l o n g  w i t h  a  m a t r i x  c o n t a i n i n g  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  p r o p e r t i e s  o f  

a l l  t h e  b a s i s  f u n c t i o n s  u n d e r  t h e  s u b g r o u p  o f  o p e r a t i o n s  m e n t i o n e d  

a b o v e .  T h e  r o u t i n e  t h e n  f o r m s  a l l  t h e  p o s s i b l e  c o m b i n a t i o n s  o f  

t h e  f o u r  l a b e l s  i  , j  , k  a n d  1 , s u b j e c t  t o  t h e  o r d e r i n g  c o n 

v e n t i o n  o f  e q u a t i o n  ( X , 2 ) ,  E a c h  s u c h  c o m b i n a t i o n  u n d e r g o e s  a l l  

t h e  o p e r a t i o n s  o f  t h e  s u b g r o u p  a n d  e a c h  new s e t  o f  l a b e l s  s a t i s f y 

i n g  t h e  o r d e r i n g  c o n v e n t i o n  i s  w r i t t e n  i n  t h e  l i s t ,  t o g e t h e r  w i t h  

t h e  i n t e g e r  n u m b e r :  m = 0  , 1 o r  2  .

m = O i n d i c a t e s  t h a t  t h e  i n t e g r a l  i s  u n i q u e  a n d  h a s  t o  b e  e v a l u 

a t e d .
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m = 1 i n d i c a t e s  t h a t  t h e  i n t e g r a l  h a s  t h e  s am e  v a l u e  a s  t h e  i n t e 

g r a l  b e i n g  o p e r a t e d  o n  b y  t h e  o p e r a t i o n s  o f  t h e  s u b g r o u p ,  

m = 2 i n d i c a t e s  t h a t  t h e  i n t e g r a l  i s  m i n u s  t h e  v a l u e  o f  t h e  i n t e 

g r a l  b e i n g  o p e r a t e d  o n  b y  t h e  o p e r a t i o n s  o f  t h e  s u b g r o u p .  

T h o s e  i n t e g r a l s  w h i c h  a r e  z e r o  b y  s y m m e t r y  a r e  i g n o r e d ,  a n d  no  

i n t e g r a l  l a b e l  i s  l i s t e d  mo re  t h a n  o n c e .

T h e  o u t p u t  f r o m  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  p a r t  o f  t h e  r o u t i n e  i s  a  

f i l e  o n  d i s c  c o n t a i n i n g  a l l  t h e  n o n - z e r o  i n t e g r a l  l a b e l s ,  e a c h  b e 

i n g  f o l l o w e d  b y  a  dummy v a l u e  f o r  t h e  p a r t i c u l a r  i n t e g r a l .  Th e  

c o m p l e t e  i n f o r m a t i o n  s p e c i f y i n g  e a c h  u n i q u e  i n t e g r a l  i s  i m m e d i a t e 

l y  f o l l o w e d  b y  s i m i l a r  i n f o r m a t i o n  f o r  t h o s e  i n t e g r a l s  w h i c h  a r e  

r e l a t e d  t o  t h e  u n i q u e  o n e  b y  som e s y m m e t r y  o p e r a t i o n .

The  u n i q u e  t w o - e l e c t r o n  i n t e g r a l s  a r e  c o m p u t e d  b y  o n e  o f  two me

t h o d s ,  a s  d e s c r i b e d  i n  t h e  p r e v i o u s  c h a p t e r .  T h e  i n t e g e r  l a b e l ,  

n  , g i v e s  s u c h  i n f o r m a t i o n  a b o u t  e a c h  i n t e g r a l  o n  t h e  f i l e .  A l l  

t h e  o n e - c e n t r e  t w o - e l e c t r o n  i n t e g r a l s  w e r e  d e n o t e d  b y  n  = 0  , 

a n d  t h e  m a n y - c e n t r e  o n e s  b y  n  = 2 ,

2 , )  C o m pu te  t h e  v a l u e s  o f  t h e  u n i q u e  i n t e g r a l s  a n d  f i l l  i n  t h e  v a 

l u e s  f o r  t h o s e  w h i c h  a r e  r e l a t e d  t o  t h e m  b y  s y m m e t r y .  T h e  o r d e r

i n  w h i c h  t h i s  i s  d o n e  i s  d i c t a t e d  b y  t h e  o r d e r  i n  w h i c h  t h e  i n t e 

g r a l s  a r e  s t o r e d  o n  t h e  f i l e .

S o l u t i o n s  O f  R o o t h a a n * s  E q u a t i o n s ,

T h e  m o s t  g e n e r a l  m e t h o d  a d o p t e d  f o r  t h e  s o l u t i o n  o f  a  m a t r i x  e i g e n 

v a l u e  e q u a t i o n  i s  d u e  t o  J a c o b i  ( H o u s e h o l d e r  ( 1 9 6 4 ) ;  J o h n  ( 1 9 6 6 )  ) ,  

U n f o r t u n a t e l y ,  t h e  m o s t  f r e q u e n t l y  o c c u r r i n g  f o r m  o f  R o o t h a a n ' s  

e q u a t i o n  (  c f .  e q u a t i o n  ( I V , 5 2 )  )

h £  = 6 £  (X.4)
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i s  n o t  v e r y  s u i t a b l e  f o r  s o l u t i o n  b y  t h e  J a c o b i  m e t h o d .  H o w e v e r ,  

i t  i s  p o s s i b l e ,  b y  m a k i n g  t h e  t r a n s f o r m a t i o n s

£  = £

a n d  "h = £ ^ > h  ,  ( X , 5 )

w h e r e  £  i s  t h e  o v e r l a p  m a t r i x  d e f i n e d  b y  e q u a t i o n  ( I V . 3 8 ) ,  t o  

b r i n g  t h e  a b o v e  e q u a t i o n  ( X . 4 ) i n t o  t h e  c o n v e n i e n t  f o r m

h £  = 6 C . . . . . . . . ( x . 6)

I n  p r a c t i c e ,  t h e r e f o r e ,  t h e  H a r t r o e - F o c k  m a t r i x ,  f o r  e x a m p l e ,  f o r  

t h e  c l o s e d - s h e l l  c a s e ;

l l  = h  + G( 2% ) '   ( X . 7 )

i s  c o n s t r u c t e d  a n d  t h e n  t r a n s f o r m e d  a c c o r d i n g  t o  e q u a t i o n  ( X . 5 ) ,

On d i a g o n a l i z a t i o n ,  t h e  m a t r i x  o f  e i g e n v e c t o r s ,  U , i s  o b t a i n e d  a n d  

c o n s t r u c t e d ;

w h e r e  T i s  t h e  o c c u p i e d  p a r t  o f  U ;  t h a t  i s ,  t h e  m a t r i x  f o r m e d  

f r o m  t h o s e  e i g e n v e c t o r s  o f  U c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  l o w e s t  0 . 5 N  

e i g e n v a l u e s  ( s e e  C h a p t e r  IV ) .

The  new H a r t r o e - F o c k  m a t r i x  f o r  t h e  n e x t  c y c l e  o f  t h e  i t e r a t i v e  

p r o c e s s  i s  s e t  u p  b y  m e a n s  o f  e q u a t i o n  ( X . 7 ) ,  w i t h

a  =  '

w h e r e  R ^ ^  i s  t h e  R m a t r i x  o f  t h e  p r e v i o u s  c y c l e  a n d  y  i s  a n  a r 

b i t r a r y  c o e f f i c i e n t  (  0 , 0  < ^  1 .0  ) .
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T h i s  p r o c e d u r e  i s  r e p e a t e d  u n t i l  s e l f - c o n s i s t e n c y  i s  o b t a i n e d ^  t h a t  

is, •

I n  many c a s e s ,  i t  i s  a d v a n t a g e o u s  t o  i n c o r p o r a t e  t h e  s y m m e t r y  o f  

t h e  n u c l e a r  c o n f i g u r a t i o n  f r o m  t h e  o u t s e t  i n  o r d e r  t o  r e d u c e  t h e  s i z e  

o f  t h e  H a r t r e e - F o c k  m a t r i x * .  Th e  p r o b l e m  t h e n  d e c o m p o s e s  i n t o  a  

n u m b e r  o f  s m a l l e r  o n e s  f o r  w h i c h  t h e  i t e r a t i v e  p r o c e d u r e  i s  l e s s  p r o n e  

t o  c o n v e r g e n c e  d i f f i c u l t i e s .  T h e  m a t r i c e s  r e l a t i n g  t h e  r e l e v a n t  

q u a n t i t i e s  f o r  t h e  s e l f - c o n s i s t e n t  f i e l d  p r o c e d u r e  i n  t h i s  c a s e  a r e  

a s  f o l l o w s :

(a,.o )
A s s u m i n g  ^

a n d  d e f i n i n g  A  -  ^  )  ,
t h e n

(o.s.o.) ^ B  A " '.

^ ( o . î . o . ,  ^  A ' ' A "

) ^  g  A "  '  A "

w h e r e  ( s . o . ) ,  ( o . s . o . )  a n d  ( a . o . )  i n d i c a t e  ’ s y m m e t r y  o r b i t a l  

* o r t h o g o n a l i z e d  s y m m e t r y  o r b i t a l  ’ a n d  ' a t o m i c  o r b i t a l  ' b a s e s ,  

r e s p e c t i v e l y .

*
T h i s  o n l y  a p p l i e s  t o  t h o s e  s i t u a t i o n s  f o r  w h i c h  t h e  H a r t r e e - F o c k  

o p e r a t o r  i s  c o m p l e t e l y  s y m m e t r i c  w i t h  r e s p e c t  t o  a l l  t h e  s y m m e t r y  
o p e r a t i o n s  o f  t h e  n u c l e a r  f r a m e w o r k .
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The f o l l o w i n g  i s  a  f l o w - d i a g r a r a  d e s c r i b i n g  t h e  m e t h o d  u s e d  f o r  

f i n d i n g  t h e  s o l u t i o n s  o f  t h e  R o o t h a a n - H a r t r e e - F o c k  e q u a t i o n s  f o r  

a  c l o s e d - s h e l l  s y s t e m  u s i n g  t h e  p r o c e d u r e  o u t l i n e d  i n  e q u a t i o n s  

( x .4 ) t o  ( x .7 ) .  The  c o r r e s p o n d i n g  f l o w - d i a g r a m  f o r  t h e  s o l u t i o n  

o f  e q u a t i o n  ( I V . 7 4 )  f o l l o w s  a n a l o g o u s l y .

START R e a d  D a t a

1

U s e  * o c c u p i e d  p a r t  ' o f  U a n d

f o r m :

a n d

"  ^ c UF o r m

NO <■ ^  c r i t e r i o n

S e t  u p :

a n d  f o r m :

A r r a n g e  f o r  i n t e r m e d i a t e  s t o r a g e  o f

D i a g o n a l i z e  h  t o  y i e l d  U s u c h  t h a t

i
YES

OUTPUT R * * , ,  U , h  

a n d  U = ^  ^U :

iT = ^  •

f
END.
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t h e  s i z e  o f  t h e  b a s i s  s e t *

The i n p u t  d a t a  c o n s i s t s  o f :

1 .

2 . )  t h e  n u m b e r  o f  d o u b l y - o c c u p i e d  m o l e c u l a r  o r b i t a l s ;

3 . )  h  a n d  ^  m a t r i c e s ;

4 . )  a n  i n i t i a l  R - m a t r i x  ( u s u a l l y  t h e  n u l l - m a t r i x  ) ;

5 « )  t h e  c r i t e r i o n ;

6 . )  t h e  v a l u e  o f  ^ ^ - c o e f f i c i e n t ;  a n d

7 . )  t h e  p o s i t i o n  o f  t h e  t w o - e l e c t r o n  i n t e g r a l s  o n  d i s c  o r  t a p e .
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A f l o w - d i a g r a m  t o  c o m p u t e  t h e  e x p r e s s i o n  < s e e  e q u a t i o n  ( I X , 2 0 )  

e t .  s e q .  ) ;

C ^  ^

w h e r e

^  ; z « ^ /J  i  t j  t  i  I .  ^

C ( ^ / ^ )  .

( & ^ ) f

=  L U  y y ^  x o !a n d

0»)

£" ^  O ' 1
Car>̂  y &^0

w h e r e

y  =  # c ^  C ^  /  - f  ^ ^ k v ) )

f o r  t h e  c o r e - c o r e  i n t e r a c t i o n  i s  g i v e n  b e l o w .  T h e  i n p u t  d a t a  c o n 

s i s t s  o f

1 ,) t h e  c o o r d i n a t e s  o f  t h e  n u c l e a r  c e n t r e s ;

2 . )  t h e  t y p e  o f  a t o m  o n  e a c h  c e n t r e ;  N T Y P ( ^ ) ;

3 * )  t h e  n u c l e a r  c h a r g e  f o r  e a c h  t y p e  o f  a t o m ;  Z ( ^ ) ;

4 » )  t h e  n u m b e r  o f  c o r e  s h e l l s  f o r  e a c h  t y p e  o f  a t o m ;  NCO(NTYP);

5 , )  t h e  c o r e . o r b i t a l  e x p o n e n t s  f o r  e a c h  t y p e  o f  a t o m ;  a n d

6 . )  t h e  G a u s s - L e g e n d r e  a n d  G a u s s - L a g u e r r e  i n t e g r a t i o n  p o i n t s  a n d

w e i g h t s ,
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I d e n t i f y  N T Y P ( / ^ )  a n d  N C O ( N T Y P ( / ^ ) )

YES >YES

NO

D e t e r m i n e  R

I d e n t i f y  N T Y P ( : ^ )  a n d  NCG(NTYP( ) )  .

■>*i( yiv) l o o p

D e t e r m i n e  n \

^ ^ I n t e g r a t i o n  l o o p

D e t e r m i n e  g

j ( ] ^ )  l o o p .

D e t e r m i n e  n

D e t e r m i n e  :

D e t e r m i n e

D e t e r m i n e  ;

END.
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Th e  f o l l o w i n g  s h o r t  a l g o r i t h m  i s  i n c l u d e d  t o  e x p l a i n ,  i n  p a r t i c u 

l a r ,  t h e  n o t a t i o n  ’ j ( x > )  l o o p  T h i s  m e a n s ;

I  = 0 . 5 ( ( 1  +  8 X NCO(NTYP( ^ ) ) ) ^ )  

DO 2 n y  = 1 , 1

DO 3  L = 1 , n y

V  =

w y  = 4  X 4  +  2

3  CONTINUE

2 CONTINUE
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CONCLUDING REMARKS.
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I n  c o n c l u d i n g  t h i s  r e s e a r c h  p r o j e c t ,  i t  may b e  a p p r o p r i a t e  t o  a t 

t e m p t  t o  c o m p a r e  some o f  t h e  p r o p e r t i e s  d i s c u s s e d  e a r l i e r  f o r  s m a l l  

a g g r e g a t e s  w i t h  t h o s e  o f  t h e  i n f i n i t e  s o l i d .

As may bo  e x p e c t e d ,  t h e r e  a r e  s t r i k i n g  d i f f e r e n c e s  i n  t h e s e  p r o p e r 

t i e s .  S u c h  d i f f e r e n c e s  may b e  a t t r i b u t e d ,  i n  l a r g e  m e a s u r e ,  t o  t h e  

f i n i t e  s i z e s  o f  t h e  c l u s t e r s .  T h u s ,  f o r  e x a m p l e ,  i t  i s  w e l l  kn ow n 

t h a t  t h e  v a l e n c e  c h a r g e  d i s t r i b u t i o n  i n  t h e  i n f i n i t e  s o l i d  i s  f a i r l y  

u n i f o r m  ( s e e ,  f o r  e x a m p l e ,  H a r r i s o n  ( 1 9 6 4 ) ) w h e r e a s ,  f r o m  t h e  d i s 

c u s s i o n  o f  C h a p t e r s  V I I  a n d  V I I I ,  t h o s e  f o r  s m a l l  a g g l o m e r a t e s  a r e  

e x p e c t e d  t o  b e  much l e s s  s m o o t h .  One r e a s o n  f o r  t h i s  i s  t h a t ,  a s  t h e  

s y s t e m  b e c o m e s  l a r g e r ,  e l e c t r o n s  c a n  w a n d e r  t h r o u g h o u t  a  l a r g e r  v o l u m e  

a n d  t h e r e b y  move i n  a  l o w e r  a v e r a g e  p o t e n t i a l  f i e l d .  S i m u l t a n e o u s l y ,  

t h e i r  k i n e t i c  e n e r g i e s  a r e  l o w e r e d ,  a s  i s  i m p l i c i t  i n  t h e  s m o o t h e r  

s p a t i a l  v a r i a t i o n s  o f  t h e  o c c u p i e d  o r b i t a l s .  A c c o r d i n g  t o  W i g n e r  a n d  

S e i t z  ( 1 9 5 5 ) ,  t h i s  l o w e r i n g  o f  t h e  k i n e t i c  e n e r g y  o f  t h e  v a l e n c e  e l e c 

t r o n s  i s  m a i n l y  r e s p o n s i b l e  f o r  t h e  s t a b i l i t y  o f  t h e  i n f i n i t e  s o l i d .

I t  a l s o  e x p l a i n s  t h e  s m a l l e r  v a l u e  o f  t h e  mean  F e r m i  e n e r g y  ( S e i t z  

( 1 9 4 0 ) ) o f  t h e  v a l e n c e  e l e c t r o n s  i n  t h e  b u l k  r e l a t i v e  t o  t h e  i o n i z a 

t i o n  p o t e n t i a l  o f  t h e  f r e e  a t o m .

As e x p l a i n e d  e a r l i e r ,  t h e  p e c u l i a r  p r o p e r t i e s  o f  a n  a g g l o m e r a t e  o f  

h y d r o g e n  a t o m s  a r e  b e l i e v e d  t o  b e  d u e  e s s e n t i a l l y  t o  t h e  v e r y  s t r o n g  

b i n d i n g  w h i c h  r e s u l t s  f r o m  t h e  a b s e n c e  o f  c o r e  e l e c t r o n s .  A l s o ,  c o r 

r e l a t i o n  e f f e c t s  w i l l  t e n d  t o  o f f s e t  a n y  l o w e r i n g  i n  k i n e t i c  a n d  p o 

t e n t i a l  e n e r g i e s  o f  t h e  v a l e n c e  e l e c t r o n s  a s  e x p l a i n e d  a b o v e  f o r  o t h e r  

m o n o v a l e n t  s y s t e m s .  U n d e r  a  v e r y  h i g h  p r e s s u r e ,  a  t r a n s i t i o n  t o  a  me

t a l l i c  f o r m  i s  e x p e c t e d ;  a c c o r d i n g  t o  M o t t  ( 1 9 4 9 ) ,  t h i s  t r a n s i t i o n  

w i l l  b e  s h a r p .
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